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PRÉFACE 


Ce livre continue la Géométrie analytique *) et reproduit presque 
textuellement les conférences faites par l’auteur (dans le cadre du 
cours d’Algèbre linéaire et de Géométrie analytique) à l'intention 
des étudiants de première année de la Faculté mécanico-mathéma- 
tique de l’Université de Moscou. Le choix des matières et leur suc- 
cession sont naturellement dictés par les mêmes raisons qu’au cours 
du premier semestre (voir [, préface à l'édition russe). Le nombre de 
leçons est celui qu’on lit pratiquement 27 encore que le programme 
en prévoie 32. 

Le cours d’Algèbre linéaire et de Géométrie analytique fait 
partie du cours biennal de Géométrie, si bien que le choix des thèmes 
et leur importance relative sont pour beaucoup déterminés par les 
besoins de la deuxième année scolaire consacrée à la Géométrie dif- 
férentielle des variétés. Ainsi, l’auteur a incorporé dans ce livre 
(en marge du programme) certaines matières propédeutiques du 
troisième semestre (la Géométrie différentielle élémentaire des 
courbes et des surfaces dans l’espace de dimension 3), dont l’appro- 
che se trouve donc sensiblement facilitée (et ce, non seulement au 
conférencier, mais aussi, chose essentielle, aux étudiants). L’expé- 
rience a d'ailleurs montré que ces matières présentent de l'intérêt 
pour les étudiants qui les assimilent bien dès le deuxième semestre. 


27 octobre 1977 Mikhaïl Postnikov 


*) M. Postnikov, Leçons de géométrie: Semestre premier. Géométrie analy- 
tique, Ed. de Moscou, 1981. Dans la suite, on désigne ce livre par I. (Le chiffre- 
arabe qui suit 1 désigne le numéro de la leçon. (N.d.T.)) 
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Espaces vectoriels. — Sous-espaces vectoriels. — Intersection de sous- 
espaces. — Enveloppes linéaires. — Somme de sous-espaces. — Di- 
mension d’un sous-espace vectoriel. — Dimension de la somme de 
Sous-espaces vectoriels. — Dimension d’une enveloppe linéaire. 


Nous allons généraliser les résultats du semestre précédent à ñ 
quelconque. Les matières seront pour l'essentiel présentées dans 
l'esprit du Livre I *). 

On rappelle (voir 1.1, déf. 1) qu'un espace vectoriel sur un corps K 
est par définition un ensemble 7° d'éléments appelés vecteurs muni 
d'une opération d’addition x, y> x + y et d’une opération de 
multiplication x— #x pour tout 4 E K telles que l’ensemble 7” 
soit un groupe abélien pour l'addition et que l'opération de multi- 
plication remplisse quatre axiomes naturels. 

Dans cet espace, la notion de combinaison linéaire de vecteurs 
a un sens, ainsi que les notions de familles et de systèmes libres et 
liés. Un espace 7” est dit de dimension finie s’il existe une base finie 
de 7’, i.e. une famille de vecteurs tels que tout vecteur de 7” soit 
représentable d'une façon unique comme leur combinaison linéaire. 
Toutes les bases ont le même nombre d'éléments. Ce nombre s’appel- 
le la dimension de l’espace vectoriel 7” et se note dim 7”. 


+ + + 


Soit 7’ un espace vectoriel quelconque de dimension finie. 

Définition 1. Une partie ® de 7° est un sous-espace vectoriel 
de 7° si toute combinaison linéaire Aix, + . . . + kmXm de Xy, - -. 

.» Xm E À quelconques appartient à À. 

Une condition nécessaire et suffisante pour que $ soit un sous- 
espace vectoriel est évidemment que x+yE® et AxE F pour 
x, y € quelconques et tout 4 € K. 

Autrement dit, la propriété, pour S, d’être un sous-espace vecto- 
riel signifie que les correspondances x, y > x + y et x:—> kx, avec 
x, YEPet AE K, définissent sur À certaines opérations. [l est 
clair que le sous-espace Ÿ est un espace vectoriel par rapport à ces 
opérations. [] 


*) Comme dans I, les notations et les abréviations sont celles de l’auteur. 
AN.d.T.) 
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Exemples de sous-espaces vectoriels. 

1. Pour tout espace vectoriel 7 ‘, la partie de 7° réduite au vec- 
teur nul et l’espace vectoriel 7° tout entier sont des sous-espaces 
vectoriels. Le singleton {0} (noté également 0) s'appelle le sous- 
espace nul, et le sous-espace 7° est dit trivial. 

2. Pour l'espace vectoriel K* et m< n quelconque, l’ensem- 
ble des vecteurs (x, ..., x", 0, ..., 0) de K” ayant leurs n — m 
dernières coordonnées nulles est un sous-espace vectoriel. Ce sous- 
espace est canoniquement isomorphe à l’espace K7. 

3. Dans l’espace vectoriel des polynômes (ou, de façon plus géné- 
rale, des fonctions quelconques vérifiant certaines conditions), 
l'ensemble des polynômes (des fonctions) nuls en un ou en plusieurs 
points fixes constitue un sous-espace vectoriel. 

4. Tous les polynômes dont les puissances fixes données ont 
leurs coefficients nuls forment un sous-espace vectoriel, ainsi que 
tous les polynômes pairs ou tous les polynômes impairs. 


+ * * 


Proposition 1. L'intersection 
Ps N Pa 
[e 4 


d'une famille quelconque de sous-espaces $, € Ÿ° est un sous-espace 
de 7... 

Démonstration. Si x, y E S, alors x, yE PF, pour tout «&, si 
bien quex+yE,, kxEP,, don x+yE@, AxEP (x étant 
arbitraire). [] 

On note que l'intersection de sous-espaces vectoriels ne peut 
être vide du moment que tout sous-espace contient le vecteur nul 0. 

Si F AG —=0, les sous-espaces À et G@ sont dits disjoints. 

Bien que simple, la proposition 1 entraîne des résultats impor- 
tants. 


* + * 


Soit S une partie quelconque de l’espace vectoriel 7°. 

Définition 2. On dit qu’un sous-espace P € 7° constitue l’en- 
veloppe linéaire de l’ensemble S (ou qu'il est engendré par S) si 
S & Set PF est le plus petit sous-espace vectoriel de 7” ayant cette 
propriété, i.e. si chaque sous-espace G tel que S & @ contient #. 
On note {S] l'enveloppe linéaire de l’ensemble S. 

Proposition 2. Tout ensemble S € 7° admet une enveloppe linéaire 
[S] qui est l'intersection de tous les sous-espaces contenant S. 

Démonstration. Comme cette intersection (qui est un sous-espace 
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vectoriel par la proposition 1) porte sur tout sous-espace @ = S$, 
elle est contenue dans G@. D'autre part, elle contient évidemment S.O 

Une question se pose : peut-on en général parler de l’intersection 
de sous-espaces contenant S? et ces sous-espaces existent-ils? La 
réponse formelle est la suivante. Selon la théorie générale des en- 
sembles, l’intersection d’une famille de parties d'un ensemble Ÿ 
quelconque est définie même si la famille est vide, et, chose parado- 
xale, elle est dans ce cas 7” tout entier. Or, la famille considérée 
n’est jamais vide. En effet, un des sous-espaces contenant S est 
nécessairement l’espace Ÿ° tout entier. 

On se représente mieux l’enveloppe linéaire [S] grâce à la 

Proposition 3. L’enveloppe linéaire [S] de l'ensemble S est consti- 
tuée par toutes les combinaisons linéaires 


(1) kiXa Fo. + AmXm Xp. Xm ES, kn..., km EK, 


des vecteurs de S. 

Démonstration. Si 9 est un sous-espace contenant S, il renferme 
évidemment tous les vecteurs de la forme (1). D'autre part, l’en- 
semble des vecteurs (1) est évidemment un sous-espace contenant S.0O 

Cette proposition entraîne qu’un ensemble de vecteurs de T° est 
générateur si et seulement si le sous-espace vectoriel qu’il engendre est 
égal à Ÿ' tout entier. [ 

On rappelle (1.12) que deux ensembles de vecteurs sont dits 
linéairement équivalents si chaque vecteur d'un ensemble s'exprime 
linéairement au moyen des vecteurs de l’autre. Cela équivaut à dire 
qu'un vecteur est combinaison linéaire des vecteurs de l’un des 
ensembles si et seulement s’il est combinaison linéaire des vecteurs 
de l’autre, i.e. que, selon la proposition 3, les enveloppes linéaires de 
deux ensembles coïncident (les deux ensembles engendrent un même 
sous-espace). 

à * »% 


Contrairement à l'intersection, la réunion de sous-espaces vec- 
toriels n’est en général pas un sous-espace vectoriel. On obtient un 
sous-espace par passage à l'enveloppe linéaire de la réunion. 

Définition 3. Etant donnée une famille arbitraire de sous- 
espaces P, € 7”, le sous-espace vectoriel engendré par leur réunion 
s'appelle la somme de la famille et se note 


D Pa = [UPa]- 


Pour deux sous-espaces # et G@ on a 
P + @ =IF UGI. 


Il est clair que toute combinaison linéaire des vecteurs de # LU @ 
s'écrit x + y, où x € P, y € G@, ce qui démontre la 
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Proposition 4. La somme % + (& des sous-espaces Ÿ et G est 
formée de tous les vecteurs de la forme x + y,avexES,yEG. OQ 
On a une proposition analogue pour toute famille de sous-espaces 
vectoriels. 
* *% + 


Nous n'avons pas une seule fois utilisé l'hypothèse de 7° de 
dimension finie. Cette hypothèse est essentielle pour les résultats 
ci-dessous. 

Soit nr — dim 7. 

Proposition 5. Etant donné un sous-espace S € Ÿ' quelconque, 
on a l'inégalité 

dim PF <n. 


Des étudiants (voire des auteurs) le démontrent de façon suivan- 
te: n'importe quels n + 1 vecteurs de #* étant éléments de l’espace 
Ÿ° n-dimensionnel sont linéairement dépendants; le sous-espace 
contient donc x vecteurs linéairement indépendants au plus, ce qui 
donne dim# < n. 

Le raisonnement est déficient parce que % est supposé de dimen- 
sion finie, ce qui ne découle nullement de façon directe de la pro- 
priété analogue de 7°. On n'établit donc en fait qu'une base de #, 
quand elle existe, contient nr éléments au plus. On aboutit au résul- 
tat 5 par des raisonnements plus subtiles. 

Démonstration de la proposition 5. Si # — 0, le résultat est 
évident. Si P 0, il existe un vecteur e, € F non nul. Lorsque P — 
— [e,}, le vecteur e, constitue évidemment une base de #, donc 
dim # = 1. Soit #  [e,]. On trouve dans $# un vecteur e, qui ne 
s'exprime pas linéairement par e,, i.e. tel que e,, e, soient linéaire- 
ment indépendants. Si ® = {e,, e,], alorse,, e. sont une base de %, et 
dim # = 2. Si ;  [e,, e.l, alors il existe dans $ un ve teure, 
qui n’est pas combinaison linéaire de e,, e:, et ainsi de suite. Com- 
me dim? — n, le processus s'arrête avec l'apparition de e,,, si bien 
que Ÿ est de dimension finie et dim F < n. 

Si dim $ — x, toute base de Ÿ étant une famille libre de n 
vecteurs est une base de 7. Aussi ® — 7”. Si dim : << n, toute 
base de ® ayant moins de x éléments n’est donc pas une famille 
génératrice de 7’ et n’engendre pas 7° tout entier. Aussi S 7”. 
Ainsi, un sous-espace P € 7° est égal à 7° si et seulement si dim À? — 
— dim. 0 

*X *% *% 


Théorème 1 (dimension de la somme de deux sous-espaces vec- 
toriels). Etant donnés deux sous-espaces vectoriels et @ quelconques, 
on a la formule 


dim ($ + @) = dim # + dim @ — dim(® N G). 
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Démonstration. Soit 
dim&æ = p, dim@G=g dim($ NG)=r 


et soit, dans # fN] G, une base e,, . .., e, arbitraire. En la complé- 
tant, on a finalement une base 
(2) TE ss... è-; f,, ... É br 


du sous-espace $ = P MN GE: S'agissant de &, on obtient de même 
une base 


(3) TE CRE er, Lt ... La-r- 


On a manifestement le résultat ELeserS si l'on démontre que p + q — 
— r vecteurs 


(4) TES ...) €}; f,, 7 Ép-rs S4 7 Sa-r 


constituent une base du sous-espace + (. 
Indépendance linéaire. Soit 


kies +... +kes + lfi+... Hlrfper + Mas + 0 + Mo-rSa-r = 0. 


On pose 
ee +...+k.e,, 


f — Lfi + ss + lp-rf per 
B= Mig te. + Mo-rBa-rs 


et on obtient eE# ANG, fE Pet gEG tels quee + f + g = 0, 
auquel case +fE®, donc g=—(e+fES. Ainsi, gE# NG. 
ce qui entraîne que g s'exprime linéairement par e;, ..., €. 
Mais le vecteur g est par hypothèse une combinaison linéaire 
de g1; - - -, &hp-r- Un vecteur est représentable de façon unique par 
la base (3), ce qui démontre que les deux expressions de g ont leurs 
coefficients nuls. Ainsi, m, = 0, ..., one = Fa donc g — (. 

Dans ce cas, ef—0 et k, = 0, . r =0, h =0, . 

» Lp-r — O0 (vu que (2) est une base), i. e. Hé vecteurs (4) sont 
linéairement indépendants, c.q.f.d. 

Famille génératrice. On sait que tout vecteur de # + @ s'écrit 
x+y,où xEP, y EG. La décomposition de x dans la base (2) 
plus la décomposition de y dans la base (3) fournit x + y comme 
combinaison linéaire des vecteurs (4), i.e. la famille (4) de vecteurs 
de # + & est génératrice. 

La famille (4) étant libre et génératrice constitue une base. [] 

Conséquence 1. Si SP +G—=7, alors dim(# NG) = 
+qg—n. : 

Conséquence 2. Sip+q>n, alors 8 NG = 0. 


+ + + 
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Il y a autant de procédés de calcul de la dimension d’un sous- 
espace vectoriel que de façons dont le sous-espace est donné, si 
bien que nous reviendrons constamment sur cette question. Le seul 
procédé constructif pour se donner un sous-espace vectoriel que 
nous connaissons en fait pour l'instant est de le définir comme 
enveloppe linéaire d’un ensemble fini de vecteurs. Le problème 
général se concrétise donc dans la recherche de la dimension de l’en- 
veloppe linéaire [S] d’un ensemble S (fini) quelconque de vec- 
teurs. 

Soit S un tel ensemble. On estime sans restreindre la généralité 
que ses éléments sont non tous nuls et qu’il contient donc des parties 
libres. Les vecteurs de S étant en nombre fini, certaines parties 
sont maximales, i.e. elles deviennent des ensembles liés par adjonc- 
tion de tout autre vecteur de S. La chose n’est possible que si le 
vecteur ajouté est combinaison linéaire des éléments de la partie, 
ce qui entraîne que toute partie libre maximale S, de l'ensemble S et 
l’ensemble S sont linéairement équivalents, i.e. S, engendre le même 
sous-espace [S] (voir plus haut). Cela veut dire que S, est généra- 
teur dans [S]. Comme S$, est de plus libre, un numérotage arbitraire 
en fait une base de [S]. Ainsi, toute sous-famille libre maximale de 
l'ensemble S est une base de l'enveloppe linéaire (S] de S. 

Puisque toutes les bases d’un espace ont le même nombre d’élé- 
ments, il en résulte en particulier que foutes Les parties libres maxima- 
les de l’ensemble S ont le même nombre de vecteurs. 

Définition 4. Le nombre de vecteurs d’une partie libre maximale 
de l’ensemble S s'appelle le rang de S. 

La définition est intrinsèque (on vient de l’établir). 

On a en outre la 

Proposition 6. La dimension dim [S] de l'enveloppe linéaire de 
l’ensemble de vecteurs S est égale au rang de S. D 

On dirait une tautologie peu intéressante. Rien n’est plus faux. 
Il s’agit en fait d’un résultat très important qui identifie dim [S} 
cherché et le rang qu’on trouve, ne serait-ce que théoriquement, 
après r pas, r étant évalué à l’avance, i.e. qui est un nombre effec- 
tivement calculable. En effet, un procédé de recherche du rang con- 
siste par exemple à explorer successivement toutes les parties de S 
(qui sont en nombre fini !) et à vérifier si telle partie est oui ou non 
libre (ce qui s’effectue également en un nombre fini de pas). Ainsi, 
l'intérêt de la proposition 6 est qu’elle indique une méthode finie 
de calcul de la dimension des sous-espaces vectoriels si ces derniers 
sont définis comme étant les enveloppes linéaires des ensembles 
finis de vecteurs (la condition d’ensembles finis est obligatoire 
pour que la méthode soit efficace !). 

Le volume de calcul est sensiblement diminué par une conduite 
raisonnable des opérations. La technique correspondante sera étu- 
diée dans la leçon 2. 


LEÇON 2 


Théorème du rang d’une matrice. — Rang du produit de deux matri- 
ces. — Théorème de Kronecker-Capelli. — Résolution d’un système 
d'équations linéaires. 


A la fin de la leçon précédente nous avons parlé de la possibilité 
de calculer rationnellement le rang d’un ensemble de vecteurs. La 
méthode dépend naturellement de la façon dont on se donne les 
vecteurs. Dans le seul procédé que nous nous proposons d’examiner 
(qui est d’ailleurs le plus important), les vecteurs sont définis par 
leurs coordonnées dans une base. Cela équivaut à les supposer dans 
l’espace K' des vecteurs lignes. 

Etant donnés m vecteurs 


a — (a12 =) Gin)» 
(1) 

Am — (Amis + : +» Amn) 
de l’espace X", on forme avec leurs composantes la matrice rectan- 
gulaire 


(2) Al. , 
mi ---+ mn 


et on énonce le problème posé en d’autres termes, à savoir « soit la 
matrice rectangulaire (2). On demande le rang de l’ensemble des 
lignes de (2)». C’est sous cette forme que nous allons le résoudre. 

Soit 1 < p < min (m, n). Prenons p lignes et p colonnes quel- 
conques de la matrice À. Les éléments au croisement de ces lignes 
et ces colonnes forment une « sous-matrice» carrée d'ordre p. Les 
déterminants de ces sous-matrices s'appellent les mineurs d'ordre p 
de la matrice À. 

Définition 1. On appelle rang de la matrice À le plus grand ordre 
des mineurs non nuls, i.e. un nombre p tel que tout mineur d'ordre 
p + 1 de À soit nul et que À possède un mineur d'ordre p qui ne 
l'est pas. 

On observe que si tous les mineurs d'ordre p + 1 sont égaux à 0, 
il en est de même des mineurs d'ordre p + 2 (car ils sont, par la 
formule du développement des déterminants, des combinaisons li- 
néaires des mineurs d'ordre p + 1)et des mineurs d'ordre supérieur. 
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Il est clair que le rang de la matrice (2) vérifie les inégalités 
0< p< min (m, n), 


p étant nul si et seulement si la matrice n’a pas d’autres éléments 
à part 0. 

Par exploration successive des mineurs d'ordre toujours plus 
élevé on obtient le rang d’une matrice quelconque en un nombre 
fini de pas. Aussi le problème proposé est résolu par le 

Théorème 1 (rang d’une matrice). Le rang de toute matrice est 
égal au rang de l'ensemble de ses lignes. 

Démonstration. On commence par noter que tout échange des 
lignes ou des colonnes de À établit une bijection entre l’ensemble de 
tous ses mineurs de chaque ordre et l’ensemble des mineurs de même 
ordre de la matrice transformée, les mineurs non nuls étant changés 
en des mineurs non nuls. Par conséquent, tout échange conserve 
le rang p de la matrice À. 

Et le rang des lignes? Il est évidemment conservé par permuta- 
tion des lignes. Quant à l'échange des colonnes, elle se ramène à chan- 
ger les notations des composantes de tous les vecteurs (1), si bien 
que les relations linéaires entre ces vecteurs (ou entre quelques-uns 
d'eux) restent manifestement entières. Toute permutation des colon- 
nes de À conserve donc le rang de l’ensemble de ses lignes. 

Par échange des lignes et des colonnes on obtient une matrice À 
telle que son mineur d'ordre p non nul soit dans son angle supérieur 
gauche. Il en résulte que l'égalité p — r est démontrée en supposant 
(sans restreindre la généralité) 


€ p! CCR dpp 


Si p premières lignes de la matrice À étaient linéairement dépen- 
dantes, il en serait de même des lignes du déterminant A, d’où la 
nullité de A. Ainsi, les lignes a;, . .., a, de la matrice À sont linéai- 
rement indépendantes, donc p<r. 

On établit donc p = r sous la condition suffisante que chaque 
ligne a;, i >> p, s'exprime linéairement au moyen des lignes a,, ... 


e e °9? &p- 
On considère le déterminant d'ordre p + 1: 
di: CCR dip Œi] 
Go: .. Zop Go; 
(3) se à à ‘ee 5 + ; 
ap: ... App Qpj 
dis . ip a}; 


2—01311 
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où 1<j<n. Si 1<j< p, le déterminant (3) a deux colonnes 
Héntiquene et est donc ul Si p+1<j<n, alors (3) est le mineur 
d'ordre p + 1 de À (qui s'obtient en 1 choisissant p premières lignes 
et colonnes, la colonne j et la ligne i) et est nul lui aussi. En le dé- 
veloppant suivant la dernière colonne, on a pour tout j = 1,...,n 


(4) AG; + À 0j + .: + 0 + À pap}j + Aa; = 0, 


OÙ A1, A3 - : +» Ap, À Sont les cofacteurs des éléments de la colon- 
ne. Les côfacteurs dépendent seulement des éléments des p premières 
colonnes de (3), et ils sont en particulier égaux pour tous les j. En 
notations vectorielles, z égalités (4) sont donc équivalentes à une 
égalité de la forme 


Aa + 2e +... + 4,a) + Aa; = 0, 


ce qui démontre (A =£ O par hypothèse) que le vecteur a,, p+1< 
<i<n, est combinaison linéaire des vecteurs a,, ..., a,. Par 
conséquent, r = p. 

La démonstration du théorème 1 entraîne en particulier que 
si la matrice À a un mineur d'ordre p non nul tel que tous les mineurs 
d'ordre p + 1 bordants soient nuls, alors la matrice est derangp. © 
. Cela simplifie sensiblement la recherche du rang. 

©” Dans le cas particulier de À carrée d’ordre égal à à son rang, on a la 

Conséquence. Un déterminant est non nul si et seulement si ses 
lignes sont linéairement indépendantes. [O 

Il est clair que À et sa transposée ont même rang p. D'autre 
part, le rang des colonnes de À est égal au rang des lignes de sa 
transposée, i.e. le rang de l'ensemble des lignes d'une matrice quel- 
conque est égal au rang de l’ensemble de ses colonnes. Ü 

N'est-ce pas un résultat intéressant qui établit une relation entre 
les rangs des familles de vecteurs de deux espaces vectoriels sans 
parler du fait que ces espaces sont en général de dimensions diffé- 
rentes ? | 


+ + + 


Que devient le rang d’une matrice multipliée par une autre? 

Soient À une matrice à # colonnes et m lignes (cas ci-dessus) et B 
une matrice à » lignes et s colonnes. On définit alors la matrice AB 
à m lignes et s colonnes. Si r (4) est le rang de À et r (B) le rang 
de B, que peut-on dire du rang r (AB) de leur produit? 

Il se trouve qu’on n’en sait rien dans le cas général sinon que 
r (4B) est au plus égal au plus petit des r (A) et r (B). 

Proposition 1. On a les inégalités 


r(4AB)<r(A), r(AB)<r (B). 
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Démonstration. Soient 


‘@u -.. in Dig 5 0 Cie ses Ci 
A = | nn , BD -( DS dau —_ AB=ls: SEE. : 
mi CCE) mn ba: .….. b,s Cmi CCE Cms 
Par définition du produit de matrices 


n 
ci = 2: @usbias i — À, . m, k= 1, ...7 Se. 


On introduit les vecteurs lignes des matrices B et C: 
bi — (bis + + -» Dis) C1 = (Cigs + © +9 Cas) 
b, - (dns RE | Bns)s Cm = (C2 ee 9 Ce): 


Les formules de c;, se récrivent : 
n 
Q= > ab; i= 1, es M, 
jæi 


i.e. les vecteurs €, . .., © s'expriment linéairement en fonction 
de b,, ..., b,. Par conséquent, 


Css le, sb 
donc 
dim [e,, -.., Cm] < dim {b,, ..., b,I, 


i.e. r (AB) < r (B) par le théorème du rang d’une matrice. 
L'inégalité r (AB) < r (A) se démontre de façon analogue (à 
condition de remplacer les lignes par les colonnes). On peut égale- 
ment utiliser l’inégalité démontrée, la propriété, pour le rang, d’être 
conservé par transposition et l'égalité (AB)T = BTAT. En effet, 
r (AB) = r ((ABX*) =r (BTAT)<r(AT) =r(A). O 
Si À ou B est carrée non dégénérée, on démontre un résultat 
plus précis, à savoir on a la 


Proposition 2. Si B est une matrice carrée (n = s) non dégénérée 
(det B =£ 0), alors on a pour toute matrice À : 


r (AB) = r (À). 
Si À est une matrice carrée (n = m) non dégénéréé (det À = 0), 
alors on a pour toute matrice B: 

r (AB) = r (B). 
Bref, la multiplication d'une matrice par une matrice non dégénérée 
conserve le rang. È 
2e 
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Démonstration. Pour B non dégénérée, il existe la matrice inver- 
se B-1, et on a À = (AB) B-!. Selon la proposition 1, 


r(4)=r((4B)B-9) < r (AB). 


Donc, r (4) = r (AB). On démontre de façon analogue r (B) = 
= r (AB) pour À non dégénérée. [] 


à à #& 


Ee théorème du rang d’une matrice permet non seulement de 
calculer effectivement les rangs et de trouver les parties libres maxi- 
males, mais encore de vérifier par exemple si le vecteur donné b 
s'exprime Par à, : - -;, Am donnés (sans chercher sous forme expli- 
cite les coefficients .de la relation linéaire). 

En effet, le vecteur b s'exprime de façon linéaire au moyen des 
vecteurs &j, . - :» Am Si et seulement si chaque partie libre maximale 
de l’ensemble a,, . .., a, en est une de l’ensemble augmenté a,, ... 
.. +.) Am D et, partant, si a,, . .., Am €t 4j, . . ., Am, b ont même 
rang. O 

Il y a intérêt à énoncer ce résultat en termes d'équations linéai- 
res. Si 


A1 — (ais nee Gin) 


Am — (Gm1» ass mn)» 


b = (b,, ..., b,), 
l'égalité vectorielle 
45) Tia +... + TZmâm = b 
est équivalente à nr égalités numériques 


Au Fe. + Amilm = bn 


dit ST as Ent = 0%: 


Les relations (6) constituent un système de nr équations linéaires 
non homogènes à m inconnues. Ce système est compatible, i.e. il 
possède au moins une solution æ, ..., Zn si et seulement si l’on 
a (5), i.e. si le vecteur b s'exprime linéairement en fonction de a, ... 
VIT. 

D'autre part, le rang de l’ensemble a,, . .., a, est égal, par le 
théorème 1, au rang de la matrice des coefficients 


ZT *. Ami 
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du système (6), et le rang de l’ensemble a,, . .., a,, b au rang de 
la matrice allongée des coefficients 


Guy --. Ami Vs 


(8) a 


obtenue de (7) par adjonction de la colonne des seconds membres. 
On a donc le 
Théorème 2 (Kronecker-Capelli). Le système d'équations linéaires 
(6) est compatible si et seulement si la matrice de ses coefficients (7) 
et la matrice allongée (8) ont même rang. 


Se à 


Supposons qu'il y a compatibilité. Comment trouver toutes les 
solutions de (6)? 

Soit r le rang de la matrice (7). On permute les équations, on chan- 
ge (si besoin est) les notations des inconnues et on estime sans restrein- 
dre la généralité que 


(9) A 0. 


Le système (6) étant compatible par hypothèse, le théorème de 
Kronecker-Capelli veut que le rang de la matrice (8) soit r. Par suite 
de la condition (9), cela signifie que r premières lignes de (8) (i.e. r 
premières équations (6)) sont linéairement indépendantes et que toute 
autre ligne de (8) (toute autre équation (6)) en est combinaison linéai- 
re. Aussi le système (6) est équivalent au système 


1121 + e. + Ar1Tr + CC + Am1iTm — b1, 
(10)  - 

Gr Fee at +... + Amrlm = bd, 
composé de r premières équations de (6), i.e. toute solution de (6) 
est celle de (10), et vice versa. Ainsi, le problème se ramène à la réso- 


lution du système d'équations linéairement indépendantes (10). 
On récrit (10): 


HD ES near RS dde code 


Si l'on attribue aux inconnues z,+,, . . ., 2, des valeurs quelconques, 
le système (11) devient un système de r équations à r inconnues 
Zi, - - -, tr de déterminant À + 0 (par suite de (9)). Les formules 
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de Cramer du cours d’Algèbre nous permettent donc de déterminer de 
façon unique z,, .-.., x,. Il est clair qu'avec ce procédé, on obtient 
foutes les solutions de (10) (i.e. de (6)). 

Dans la pratique, il est certes inutile de permuter les équations 
et de changer les notations des inconnues. La résolution d’un système 
linéaire (6) arbitraire s’effectue donc par étapes. 

Etape première. On calcule les mineurs de la matrice des coef- 
ficients (7) et on établit son rang r tout en trouvant au moins un 
mineur À d'ordre 7 non nul. 

Etape 2. On borde le mineur trouvé dans (8) et on constate que 
cette matrice est de rang r. (Si le rang est r + 1, il y a incompatibi- 
lité de (6).) À cette étape, il suffit visiblement de calculer nr —r 
mineurs d'ordre r + 1. 

Etape 3. Dans le mineur A figurent les coefficients précédant r 
inconnues de r équations. On chasse les autres équations, on fait 
prendre aux r7 — r inconnues restantes des valeurs quelconques et 
on obtient donc un système de 7 équations à r inconnues dont le 
déterminant est non nul. On résout le système moyennant les formu- 
les de Cramer et on trouve les valeurs des r inconnues. 

Les valeurs des z,, . .., zh ainsi obtenues sont solutions du 
système (6), et toute solution de (6) s'obtient de cette façon. 
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Somme directe de sous-espaces vectoriels. — Décomposition d’un 

espace vectoriel en somme directe de sous-espaces. — Espace vectoriel 

quotient. — Homomorphismes d’espaces vectoriels. — Somme directe 
d'espaces vectoriels. 


Soit # et @ deux sous-espaces de l’espace vectoriel 7°. On rap- 
pelle que la somme % + ( est formée de tous les vecteurs de la 
forme x +y,oùü x E P, y € G. 

Définition 1. On dit que le sous-espace S + & est la somme 
directe des sous-espaces S et @ si chaque vecteur de S -- @ est 
représentable de façon unique sous la forme x+y,xE®@,yeG. 


La somme directe de S et G@ se note PE EG ou P +G. 

Proposition 1. Le sous-espace F + ( est somme directe des sous- 
espaces Ÿ et À si et seulement si F NA = 0. 

Démonstration. Six + y = x, + y,, avec x, x, € # et y, y1 € Q, 
alors le vecteur x — x, = y, — y est dans S MG. Aussi x = x, 
et y=y si # AG = 0, i.e. il y a unicité de la représentation 
x +y,xES,y EG, pour chaque vecteur de F + G. Soit main- 
tenant PF NG<0 et at FF NAG, a0. On a pour tout xE P 
et tout yE @ 


x+y—=(x+ a) + ( — a), 


avec x + a € Ÿ et y — a E G. Cette égalité montre que les vecteurs 
de . @ admettent d'autres représentations à part x + y, x € %, 
y€CG. O 

La notion de somme directe de sous-espaces en nombre quelcon- 
que a certes un sens. Ainsi, la somme ® + @ + .# de trois sous- 
espaces est dite directe si chaque vecteur de & + @ + Z se met 
de façon unique sous la forme x+y +z,xE®, yEG, zEX. 
On croirait, par analogie avec la proposition 1, qu’une condition 
nécessaire et suffisante en est que , @ et À soient disjoints deux 
à deux. Or, il n’en est rien. Etant donnés, par exemple, deux vecteurs 
non colinéaires quelconques a et b, les sous-espaces  — [a], @ — 
— [b], 4 — [a + b] sont disjoints deux à deux, mais leur somme 
P + +.A = [a, b] n’est pas somme directe. 

La condition pour que la somme ® + @ + .Z soit directe est 
donnée par la 
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Proposition 2. Pour que la somme $ + @ + À de trois sous- 
espaces soit directe, il faut et il suffit que chaque sous-espace soit disjoint 
de la somme de deux autres: 


(1) PNG+Z)=0, GN(EF+Z) = 0, 
AN +E) =. 


Démonstration. Si x + y +z = x, + y, + z, avec x, x EF, 

Y» EG, z, AE, alors x—x, — 1 — Y) + m—2z)E€eS ( 
N(G+Z). Don PF N(B+F)-Æ0 si x, x. De même, 
GNF+A)-0siy £y et 2 N(F +@) #0 pour z, z. 
Ainsi, si la somme S + @ + .# n'est pas directe, toutes les condi- 
tions (1) ne sont pas remplies. Inversement, soit, par exemple 
PNG+R)-0eta EF N(G +.Z), a 0. N'importe quels 
xEP,yE Getz E.Z vérifient alors l'égalité 


x+y+z=(x—-a +(y+b)+(+c) 


bEG, cE.Z étant des vecteurs tels que a = b + ec, si bien que 
la somme $ + G + .Æ n'est pas directe. [] 

On démontre certes une proposition analogue pour plus de trois 
sous-espaces. 


* + % 


Le cas le plus intéressant est celui où # @ & = 7°. On dit que 
l'espace 7° est décomposé en somme directe des sous-espaces S et G. 

Voyons certaines propriétés de % et G: 

1° Tout vecteur de 7” s'écrit comme x+y,xE®,yEG,i 
F = SP + G. 

20 Les sous-espaces S et @ sont disjoints, i.e. # ANG = 0. 

3° La somme des dimensions des sous-espaces $ et & est égale à 
la dimension de 7: 


dim & + dim G@ = dim 7. 
Proposition 3. Deux quelconques des propriétés 1°, 2, 39 entrai- 
nent la troisième. 
Démonstration. S’il y a 1° et 2, le théorème 1 de la leçon 1 
(théorème sur la dimension de la somme) implique 
dim %° = dim (® + @) — 
= dim # + dim @ + dim (# N @) = dim # + dim G 


Si l’on est dans les cas 1° et 30, on a par le même théorème 


dim (S ANG) = dim (# + G) — dim F — dim EG — 
— dim %° — dim $ — dim @ = 0, 


donc # ANG = 0. 
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Soit enfin les propriétés 2° et 3°. Le théorème mentionné donne 
dim (® + @) = dim F + dim G = dim 7”, 


si bien que F + =. 0 

D'après la proposition 1, les propriétés 1° et 2° signifient que 
Ÿ = S © G. Ainsi on a la 

Conséquence. L'égalité 7° = F ® G a lieu si et seulement si les 
sous-espaces possèdent deux quelconques des propriétés 1°, 2°, 39 (donc 
les trois propriétés). 

Définition 2. Si 7° — # ® @, les sous-espaces PS et À sont 
dits supplémentaires. 

Proposition 4. Etant donnés ® et (& supplémentaires, toute base 
Es - - - eh du sous-espace S et toute base e,+1, . . ., en du sous- 
espace (, les vecteurs 


Gear ein Cire en 
forment une base de l’espace Ÿ'. :: 

Inversement, si l’on décompose une base quelconque e:, . .., e, 
de l'espace Ÿ° en deux sous-familles e,, . . ., eh et eh+1, - - :» €n, alors 
les sous-espaces ® = [e;, ..., el et G = le,+1, - .., eh) sont 
supplémentaires. | 

Démonstration. Les vecteurs e, ..., e», ep+1, - . ., e, de la 


première affirmation constituent une famille génératrice de n = 
= p + q vecteurs, i.e. c’est une base. Dans la seconde affirmation, 
les sous-espaces F et & jouissent des propriétés 1° et 3°, donc Ÿ° — 
= 66G.0 

Conséquence. Pour tout sous-espace P € T° il existe un supplé- 
mentaire (i. 

Démonstration. Soit e;, ..., e, une base quelconque du sous- 
espace . Complétons-la par des vecteurs e,+,, . . ., e, de façon à 
former une base de l’espace 7° tout entier. Alors le sous-espace G —= 
= [e,+1, . -., e,] est supplémentaire de $. O 

On voit que la construction du sous-espace supplémentaire @ 
comporte un grand arbitraire qui peut d’ailleurs être atténué (sinon 
supprimé) par un certain procédé. 


+ %x * 


Soit S un sous-espace quelconque de l’espace vectoriel 7°. 
Définition 3. Deux vecteurs x, y € Ÿ” sont dits congrus modulo 
six — y EP. La notation correspondante est 


x = y mod #. 


La relation de congruence est évidemment une relation d’équiva- 
lence. Les classes de vecteurs congrus modulo % s'appellent classes 
de Ÿ° suivant le sous-espace S. Il est clair que la classe contenant x 
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a pour éléments tous les vecteurs de la forme x + a, a E S. Cette 
classe sera notée x + % (ou encore x mod #). 
On constate sans peine qu’on peut additionner les congruences 
et les multiplier par des nombres, i.e. si 
x=ymodS® et x, = y, mod #, 


alors 
X+xX =} + y, mod # 
et 
kx = ky mod 


quel que soit k E K. En effet, six — y € @ et x; — y, € P, alors 
x+x) —(ÿ +) = : HE y) +(M—»)Ee#, et, de même, 
kx — ky=k(x—Y)ES 

S'agissant des classes suivant le sous-espace P, cela signifie que 
les formules 


(2) m+P)+G+P)=x+r + 
et 
(3) k(x + P) = kx + D 


définissent bien leur somme et leur produit par un nombre. 

On vérifie de suite que ces opérations respectent les axiomes des 
espaces vectoriels. Ainsi, l’ensemble des classes de Ÿ' suivant Ÿ est 
un espace vectoriel pour les opérations (2) et (3). © 

Définition 4. Cet espace s'appelle l'espace vectoriel quotient de 
T° par $ et se note 7 /F. 

Le cas analogue de groupes et d’anneaux a été étudié en détail 
dans le cours d’Algèbre (premier semestre). 

Proposition 5. Chaque sous-espace (à supplémentaire de sous- 
espace ® est isomorphe à l’espace quotient F°/F. 

Démonstration. Soit l'application œ: &—7'/® définie par 
la formule 


px) =x+P, xEG. 


Si p(x) = (x), ie. si x+P = x, + P, alors x—x EP, 
donc x = x,. D’autre part, tout vecteur z € 7° s'écrit x + y, avec 
xEG, YEP, donc z+® — x + P. Cela démontre la nature 
bijective de œ. Puisque l'application @ conserve évidemment les 
sommes et les produits par des nombres, c’est un isomorphisme. Q 

Géométriquement, la proposition 5 part du fait que chaque classe 
suivant Ÿ et G ont exactement un vecteur commun. 

La proposition 5 signifie qu’on considère, au lieu des supplémen- 
taires @, l’espace quotient 7'/@ qu’on construit sans se permettre 
aucun arbitraire. 
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Elle entraîne 


(4) dim 7 /$ = dim 7° — dim %. 
En effet, dim 7 /# = dim @ = dim? — dim. O 
+ * + 


Soient 7° et #° deux espaces vectoriels. 
Définition 5. L'application 


PT —+ T° 


s'appelle application linéaire ou hkomomorphisme (ou encore morphis- 
me) d'espaces vectoriels si elle conserve les opérations linéaires, 
1.8. Si 


p (x + y) = q (x) + (y) 
et 


p (4x) = ko (x) 


pour x, y € Ÿ° quelconques et tout ÆE K. 
Ainsi, un isomorphisme est un homomorphisme bijectif. 
Définition 6. L'ensemble des vecteurs x € 7° qui deviennent 
par un homomorphisme œ l'élément 0 de l’espace #° s'appelle le 
noyau de l’homomorphisme œ et se note Ker ®. Ainsi, 


Ker ® = {xE€ŸY ; p (x) = 0}. 


Définition 7. L'ensemble des vecteurs de #° de la forme o (x), 
x E 7", s'appelle l’image de l'homomorphisme œ et se note Im : 


Imp={yE#"; y = p(x)}. 


L'image de æ est également noté (7°) (on parle alors de l’image 
de l'espace Ÿ° par l’homomorphisme ®). 

Evidemment, Les ensembles Ker q ef Im q sont des sous-espaces 
(de 7° et #° respectivement). 

L'espace quotient #°/Im o est appelé conoyau de l’homomorphi- 
sme œ et noté Coker q. 

Etant donné un homomorphisme ®, si o est une application injec- 
tive, i.e. si o (x) — @ (x,) pour x  x,, on dit que c'est un mono- 
morphisme. 

Un homomorphisme œ s'appelle épimorphisme s'il applique 7° 
sur #”, i.e. si l’on associe à chaque vecteur y € #° un vecteur 
x EF tel que y = y (x). 

Ainsi, une condition nécessaire et suffisante pour qu'un homo- 
morphisme œ soit un isomorphisme est qu’il soit simultanément un 
monomorphisme et un épimorphisme. 

Par définition, un homomorphisme œ est un épimorphisme si et 
seulement si Im @ = #”, i.e. si Coker p = 0. O 
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De même, on établit sans peine qu’un homomorphisme q est un 
monomorphisme si et seulement si Ker g = 0. En effet, si œ (x) = 
—= @ (x), alors @ (x — x;,) = 0, donc x — x, € Ker œ. Si Ker ® = 0, 
on a donc x = x,. Inversement, si l'égalité q (x) = œ (x) entraî- 
ne x = x,;, alors on a en particulier @ (x) = 0 si et seulement si 
x = 0. Par conséquent, Ker @ = 0. CO 

Si Ker q = 0, l'application est évidemment un isomorphisme 
de l’espace 7° sur le sous-espace Im @ € #”. Aussi dim Im @ = 
= dim Ÿ'. Il en résulte que si Ker ® = 0 et dim? = dim #, 
alors l'homomorphisme @ est un isomorphisme. En effet, on a dans 
ce cas dim Im @ = dim #° et, partant, Im q = #°. 

Quand Ker @ Æ 0, il y a intérêt à introduire l’espace quotient 


F'/Ker œ 


dont on dit des fois que c’est la coimage de l’homomorphisme . 
La formule 


px + PF) = p(x), xE 7. 
définit visiblement bien un homomorphisme 
op’: 7 /Ker ® —+ W° 

appelé homomorphisme induit, et l’homomorphisme œ’ est, on le 
voit facilement, un isomorphisme de l’espace quotient 7 /Ker 
sur le sous-espace Im . 

En particulier, on montre que pour tout épimorphisme q: Ÿ — ÿ, 
l'espace N° est isomorphe à l’espace quotient Ÿ'/Ker q. O 

Comme dim ?"/Ker @ = dim Ÿ°’ — dim Ker @, on énonce de 
plus un autre résultat: pour tout homomorphisme q: Ÿ —+ #' on a 
la formule 
(5) dim Ker @ + dim Im q = dim 7. 


La formule (5) exceptée, toutes les affirmations ci-dessus sont 
très générales. Elles sont valables pour les groupes et les anneaux 
quelconques (voir le cours d’Algèbre du premier semestre). 


+ + + 
Revenons aux sommes directes. 
Soit F et @ deux espaces vectoriels arbitraires (sur un même 


corps de base K) et soit 7° l’ensemble de tous les couples (x, y), 
xES, yEG. On pose 


(x, y) + (&u Y1) = (+ x, Y + y) 
et 
k (x, y) = (kx, ky), 
et on structure évidemment Ÿ° en espace vectoriel. 
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Définition 8. L'espace 7° ainsi construit s'appelle somme directe 
des espaces ® et & (ou encore somme directe externe pour la distinguer 
d'avec la somme directe « interne» du début de la leçon, où l’espace 
T° a été donné à l'avance, et % et (À en ont été des sous-espaces). 

Cette terminologie tient à ce que les vecteurs (x, 0) € 7”, où 


x € F, constituent un sous-espace Ÿ isomorphe à l’espace F, et les 
vecteurs (0, y) € 7°, où y € &, forment un sous-espace @ isomorphe 


à l’espace G. Les sous-espaces Ÿ et @ sont de plus disjoints (i.e. 
leur seul élément commun est le vecteur nul (0, 0)) et remplissent 
ensemble l’espace 7° tout entier (car (x, y) — (x, 0)+ (0, y)). Ainsi, 


FT =F@G. 
L'usage veut qu'on identifie P et @ avec P et E respective- 


ment. Ce fait est noté 7” = PF ® & ou 7° = F + @, ce qui n'im- 
plique aucune ambiguïte. 

S'agissant des groupes, la somme directe externe est construite 
dans le cours d’Algèbre (premier semestre). Nous l’avons en fait 
utilisée dans Ï pour obtenir des complexifiés. 

Dans la leçon suivante, nous considérerons des constructions 
plus naturelles à la théorie des espaces vectoriels. 
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Espace dual. — Espaces en dualité. — Bidual. — Transformation de 
la base duale et des coordonnées des covecteurs. — Annulateurs. — 
Espace des solutions d’un système d’équations linéaires homogènes. 


Soit 7° un espace vectoriel quelconque sur K. 
Définition 1. Une fonction E:%7 —K s'appelle fonctionnelle 
linéaire si elle est un homomorphisme d'espaces vectoriels, i.e. si 


Ex +y) = E (x) + 6 0) 
et 
6 (4x) = RE (x) 


pour x, y € Ÿ° quelconques et tout k € K. Les fonctionnelles linéaires 
sont également appelées covecteurs de l’espace 7°. 

Il est immédiat de vérifier que la somme E + n de deux fonction- 
nelles linéaires E et n (qu’on définit par la formule (E + n) (x) = 
— E(x) + n (x)) et le produit XE d’une fonctionnelle linéaire E 
par un nombre quelconque # (qu’on définit par la formule (kE) (x) = 
— kE (x)) sont des fonctionnelles linéaires. Autrement dit, l’en- 
semble de toutes les fonctionnelles linéaires constitue un sous-espace 
de l’espace de toutes les fonctions sur Ÿ”, i.e. c’est un espace vecto- 
riel. On désigne cet espace vectoriel par T, (7°) ou 7°”. 

Définition 2. L'espace vectoriel 7°” est dit dual de l’espace 7°. 

Soit e,, - - -, e, une base arbitraire de 7. 

Proposition 1. La valeur E (x) d’une fonctionnelle linéaire quelcon- 
que E sur le vecteur x = xz'e, + ... + z'e, est donnée par la formule 


(1) E(x) = Er +... + Ex, 
où 
(2) Er — (e); .e) En — £ (en). 
Etant donnés des nombres E;, . .., E, € K quelconques, la formule (1) 
définit de façon unique une fonctionnelle linéaire E € Ÿ°' qui vérifie 
l'égalité (2). 
Démonstration. La formule (1) résulte de suite de la linéarité 
E (x) = E(r'e, +...+z'e,) — 
= z'é (e,) +...+2"E (e,) = Ext +...+Er. 
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Inversement, soit Ë définie par (1). On a 


Ex+y)=h(+y) +...+ 8 (+7) = 
= fc +... + bo + by +... + by" = 6) + E (y 
et 
E (kx) = E (kzt) +... + E, (kz*) = 
= kr +... + Enr") = AE (x) 
quels que soient x, y € 7” et kE K. De plus, E (e;) = E,-0 +... 
..+E1+...+6,-0 = E;. O 
La proposition 1 entraîne la propriété de 
0 si i)j, 
î — ; = Re ; 
€ (e;) 4 si = fe L, J; 1, s À 
de définir univoquement nr fonctionnelles linéaires 
(3) eue 
Il est clair que 
et (x) =, i=4,...,n, 


pour tout xE 7. 

Proposition 2. Les fonctionnelles (3) forment une base de l’espace 
F°'. Les coordonnées d'une fonctionnelle quelconque & dans cette base 
sont Les coefficients (2) de sa représentation (1): 


( E= Heb+... + Een 

Démonstration. Pour tout vecteur x = z'e + ...+zx'e, et 
n'importe quels nombres E,, ..., E, EK, on a 
(&e! +... + Ee") (x) = Eie' (x) +... + Bree” (x) = 

7 Ex! Ris Ent". 

Si £,, ..., &, sont les coefficients (2) de la fonctionnelle £, alors 
on a donc (Ee! +... + E,e") (x) = Ë (x) pour tout x € 7’. La 
formule (4) se trouve démontrée, ainsi que la propriété, pour la 
famille e!, . .., e", d’être génératrice dans Ÿ"”. 

D'autre part, si 

et +...<+E&.e" = 0, 

alors on a pour tout à = 1, ..., n: 


& = (Be! +... + Ene”) (e:) = 0. 


Par conséquent, il y a indépendance linéaire de e!, ..., e" qui 
est donc une base. [] 


Conséquence. 
dim Ÿ'" = dim Ÿ.. u 
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La base e!, . .., e" est dite duale de la base e,, . . ., e.. 
Avec les notations d’Einstein, la formule (1) s'écrit 


ë (x) E Et!, 
et la formule (4) h 
ps ë — te’. 


*X + * 


Soient 7° et #° deux espaces vectoriels sur K. On suppose qu'il 
existe, pour tout couple de vecteurs x, y, où x€ 7, yE€%", un 
nombre (x, y) E K tel que 

a) étant donné un vecteur y € #° fixe quelconque, la fonction 
X+-— (x, y) est une fonctionnelle linéaire sur 7”, i. e. 


(Xi + Xe Y) = (Xi Y) + (Koss Yh 
(Ax, y) = k (x; y) 


pour n’importe quels x, x:, x € 7° et tout kE X; 
b) étant donné un vecteur x € 7° fixe quelconque, la fonction 
y— (x, y) est une fonctionnelle linéaire sur #”, i. e. 


(X; Ya + Ye) = (Xs Y1) + (x, Ya; 
(x, ky) = k (x, y) 


pour n'importe quels y4, y:, y E #° et tout kEK; 

c) on associe à tout vecteur x € 7° un vecteur y € #° tel que 
(x, y) 0, et, inversement, il existe pour tout y € #° un vecteur 
x € 7° pour lequel 4x, y) Æ 0. 

Les conditions a) et b) signifient que (x, y) est bilinéaire et la 
condition c) en exprime la non-dégénérescence. 

Définition 3. On dit d’une fonction x, y (x, y) remplissant 
les conditions a), b) et c) que c’est un couplage des espaces 7° et #°. 
Deux espaces 7° et 7” pour lesquels il existe au moins un couplage 
sont dits en dualité (ce qui est noté 7” | #°). 

On observe que la relation de dualité est évidemment symé- 
trique, i.e. si 7° | #”', alors W°|7.. 

Proposition 3. Tout espace vectoriel Ÿ° et son dual Ÿ'" sont en 
dualité : 


FIT”. 
Démonstration. On pose pour tout x € 7° et tout EE 7°°: 
(x; E) A E (x). 


On est évidemment dans les conditions a) et b) (par exem- 
ple, (x, E1 + En) — (E1 + 2) (x) = E1 (x) + 82 (x) = (x, E1) + 
+ (x, £.)). L'inégalité E -£ 0 équivaut à l'existence d’un vecteur 
xE 7 tel que E(x) 0. Donc (x, E) 0. De même, l'inégalité 
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x £ 0 signifie que xt =£ O pour au moins un i,, si bien que (x, E) — 
— E (x) = xie 5 0 pour £ = et. Ainsi, on est dans la condition c). [] 
La réciproque s’énonce sous forme de 
Proposition 4. Si les espaces Ÿ° et ° sont en dualité, chacun 
d'eux est isomorphe au dual de l'autre: 


Fa, Wa”. 


Démonstration. La relation de dualité étant symétrique, il 
suffit de démontrer le premier isomorphisme. Soit x € 7°. Selon b), 
la fonction y— (x, y) est une fonctionnelle linéaire sur %”, i. e. 
c'est un vecteur de #°’. On désigne cette fonctionnelle’ par q (x) 
et on obtient une application 


pi. 
Ainsi, on a par définition: 
p (x) (y) = (x, y). 
La condition a) entraîne donc 
P (+ Xe) (Y) = (Ki + Xn Y) = 
= (xp Y) + (ta 2 = Q (1) ©) + p (x) (y), 


i. €. 

p (ui + Xe) = p (x) + P (x). 
De même 
i. €. 


p (kx) = kp (x), 


ce qui démontre que œ est un homomorphisme. 

Si p (x) = 0, alors (x, y) = 0 pour tous les y € #”, donc x = 0 
(en vertu de c)). Ainsi, Ker q = 0. Aussi Im q Æ 7° et, partant, 
dim 7° — dim Im q < dim 5%”. 

La propriété de symétrie de la relation de dualité fait que chaque 
fois qu’on a dim? < dim #', on a nécessairement dim #" < 
< dim 7°, donc dim 7” = dim #” et, en particulier, dim Im q = 
— dim", i.e. Imœ—#. L'homomorphisme œ est donc un 
isomorphisme. [] 


*X + +% 
Puisque 77°" (proposition 3), on a Ÿ'’|7° (propriété de 
symétrie), donc 7° = (7°‘) (proposition 4). Ce résultat important 


mérite qu'on l’énonce sous forme de 
Théorème 1. L'espace (Ÿ°')’ bidual de 7° lui est isomorphe: 


FF) =T. Q 


3=01311 
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L'isomorphisme Ÿ° —+ (7°’)" est défini explicitement par la 
correspondance entre un vecteur x € Ÿ° et la fonctionnelle x sur 7” 
donnée par 


x (£) — E (x). 
La fonctionnelle x est en général identifiée à x, ce qui explique en 
particulier qu'on la note x elle aussi. 
On dirait que le théorème 1 est une conséquence banale du fait 


que 7° et (7 ”)’ sont de même dimension. Mais il établit en fait un 
isomorphisme « canonique» entre Ÿ#° et son bidual, qu'on construit 


sans aucun arbitraire. D'où la possibilité d’identifier x et x (donc 
(7'')" et 7°). 


*X + * 


Les espaces 7° et 7°’ ont même dimension eux aussi, mais on 
n'établit en général aucun isomorphisme canonique Ÿ° — 7°”. 
Le fait est que certaines notions indispensables nous font défaut 
pour le moment (nous ne disposons pas par exemple de définition 
rigoureuse de l’isomorphisme « canonique»), si bien que nous nous 
limiterons à démontrer l'impossibilité de le construire par le procédé 
qui paraît le plus simple et le mieux indiqué. 

Soient e,, . .., €, une base quelconque de l’espace 7° et e!, . .. 

.., €" la base duale de 7°’. Considérons l’isomorphisme Ÿ — Ÿ°” 
défini par égalité des coordonnées dans ces bases (il associe à chaque 
vecteur x = zle, + ...“—+zr'e, un covecteur E = zlel +... + 
+ z'e" qui est représenté dans la base el, ..., e" par les mêmes 
coordonnées que le vecteur x l’est dans e,, ..., e,) et vérifions 
s’il est « canonique». (i.e. indépendant de la base e,, ..., e,). 
La réponse est négative. 

Examinons au préalable le problème général relatif à la transfor- 
mation des coordonnées des covecteurs dans le passage de la base 
@y, - - -» En à une autre. 

Nous utiliserons la convention d'Einstein. Il y a donc intérêt 


à introduire le symbole de Kronecker 6? défini par la formule 
i—= a 
À si i—)j. 
La propriété fondamentale du symbole de Kronecker est fournie 
par les égalités 
aiô! = a’, b,ô! —= b; 


(en effet, les seuls termes non nuls des sommes à gauche sont a?-1 — 
= a? et b;-1 = b; respectivement). 
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Avec le symbole de Kronecker, on exprime la propriété caracté- 
ristique de la base duale par la seule ce 


Té(e)=8 


On traduit de même par deux Lo équivalentes la propriété, 
pour les matrices CL} et (ci), d'être mutuellement réciproques: 


ho, cc 062. 
Cela étant, on prend, en plus de e;, ..., e,, une base e,., . .. 
» €’ telle que 


avec C = (ci) la matrice de passage et C-! — (cŸ') son inverse. Il 
est déjà apparu (voir 1.11) que les coordonnées x! et z!” des vecteurs 


i i 
Cr — C;’e;; er —= Ci Ci, 


satisfont aux égalités 
zi=cizi, x cri. 

Soit el”, ..., e"” la duale de ee, 
el” (eze) = Bjr. 


2 


Donc 
. © 9 2, 
e7” (ci exe) — ci Ôfr 


eÿ (e;) — 
Selon la proposition 2, 
E — E (e)e* 


pour tout covecteur Ë € 7°’, si bien qu’on a en particulier 
ei’ — ci ei 


et, partant, 
ei — ciei’ 


e'). 


(on aboutit à la dernière formule moyennant la propriété de symé- 
° e- e- LA j i 
6 (es) et bi —E (es) 


trie ou par les calculs: cieÿ — ci,ci e — 6;e? — 
On a de même pour les coordonnées Ë; — 


d’un covecteur E quelconque: 


E (es) = ci E (ex-), 


1.e. 
æ 
Ë; = C4 Eye, 


et la propriété de symétrie (ou les mêmes calculs) donne 
Bi = Ciel. 


KE 
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Ainsi, Les covecteurs de la base duale se transforment comme les 
coordonnées des vecteurs, et, corrélativement, Les coordonnées des covec- 
teurs le sont comme les vecteurs de base. 

On dit d'ordinaire que dans un changement de base les vecteurs 
varient de façon cogrédiente et que les coordonnées des vecteurs se 
transforment de façon contragrédiente (c'est la transformation à matri- 
ce transposée de l'inverse). Ainsi, la transformation des bases duales 
s'effectue de manière contragrédiente et celle des coordonnées des vec- 
teurs de manière cogrédiente. [ 

I1 en résulte que si le-vecteur x et le covecteur £Ë ont mêmes coor- 
données dans une base (et dans sa duale), leurs coordonnées dans 
une autre base ne coïncident pas (car la transformation des coor- 
données des vecteurs et celle des coordonnées des covecteurs sont 
régies par des formules différentes). Par conséquent, l'application 
définie par égalité des coordonnées dans les bases duales dépend de 
la base, i. e. elle n’est pas canonique. 


% + >» 


Soit S € Ÿ° une partie quelconque de l’espace vectoriel 7°. 
Définition 4. On appelle annulateur de l'ensemble S, et on note 
Ann $ ou S”°, l’ensemble de toutes les fonctionnelles linéaires £ € 7° 
qui sont nulles sur tout vecteur x E S. 
Ainsi, 
AnnS={&8€#"; & (x) = 0 pour tout x € S}.] 


Evidemment, S° est un sous-espace de Ÿ',et S° = TsiScT. 0 
Proposition 5. L'annulateur d'un ensemble S © T° quelconque 
est identique à l'annulateur de son enveloppe linéaire : 


Ann $ = Ann {[S]. 


Démonstration. Comme S & [S], on a S° =[S/. Inversement, 
soit EE S°. Tout vecteur kx, +... + kmxm de [S], où x;, ... 
….…., Xm ES, vérifie l'égalité 


Ex +... + kmXm) = RE (x) +... + Kmë (Km) = 0 


par suite de E (x) — 0, ..., £ (xm) — 0. Par conséquent, E E [SF, 
ie. S° & IS). 0 

Cette proposition autorise à se borner au cas de sous-espaces. 

Il est clair que Ann 0 — 7’. Inversement, si Ann S = ÿ’, 
alors S — {0} (car x = 0 si E (x) = 0 pour tous les £ € 7°”). O 

De même, Ann 7° = 0. Inversement, si Ann S = 0, alors [S] — 
— 7". En effet, si [S]  }” et sie,, . . ., e, est une base de 7” telle 
que [S] = [e,, ..., enl, m< n, alors e* € [SF, donc S° Æ 0.0 

Proposition 6. Etant donné un sous-espace PS € Ÿ° quelconque, on 
a l'égalité 

dim $° = n — dim #. 
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Démonstration. Soient dim $ — p et e,, ..., €, - . .:, En Une 
base de l’espace 7” telle que F = le,, . . ., e,l. Considérons la base 
duale 


el, e e .9? e?, e e .? e”. 


SiiSpetj>p,on a manifestement i # j, donc e” (e;) = 0. Par 


conséquent, ep+l, ,.., e” S le ..., ep} = &°. D'autre part, 

ne F° entraîne Ë (e1) — (0, E (e,) = 0, donc & = E,4eP*t + 
. + Eee" 

Ainsi, Les covecteurs ePtl, ...,e" constituent une base du sous- 


espace %°. Par conséquent, dim %° —n—p. [ 

Puisque 7° — (7'’)’ par le théorème 1, on remplace partout Ÿ”° 
par 7”, et vice versa. En particulier, on définit pour tout ensemble 
ST" un sous-espace Ann S € 7° formé de vecteurs x € 7° tels 
que x (E) — O (ie. E (x) = 0) pour tout covecteur EE S, et la 
dimension du sous-espace est nr — r, r étant la dimension de [S], 
i. e. le rang de l’ensemble S. 

Ainsi, on a montré que, premièrement, on définit les sous-espaces 
de 7° non seulement comme des enveloppes linéaires, mais aussi 
au sens « dual» en tant qu’annulateurs de l’ensemble de covecteurs 
S = {Ey, - - ., Em}, i.e. par des équations de la forme 


(9) 51 (x) = 0, ..., Em (x) = 0, 
et, deuxièmement, on peut calculer efficacement la dimension du 
sous-espace ainsi défini (cette dimension est égale à nr — r, avecr 
le rang de {E,, ..., Em}). 
* % * 
Il y a intérêt à énoncer ces résultats en termes de coordonnées. 
En coordonnées, les covecteurs ËE,, . .., Em Sont. exprimés par 
les formes linéaires des z!, ..., x" (proposition 1), si bien que les 
équations (5) se récrivent 
dut +... + en = (0, 
(6) RS : ; 
Am1T* + e L PE “sg — Sp: 
i.e. ce sont des équations linéaires homogènes usuelles. On a donc le 
Théorème 2. L'ensemble des solutions (x', . .., x") du système (6) 


d'équations linéaires homogènes est un sous-espace de an nr 
de l’espace K"', r étant le rang de la matrice des coefficients 


Ami . ee mn 


On cherche une base de ce sous-espace, i. e. nr — r solutions 
linéairement indépendantes (qui constituent par définition le système 
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fondamental de solutions) par le procédé décrit dans la leçon 2, qui 
consiste à résoudre (6) en faisant prendre à r — r inconnues « libres» 
n — r jeux de valeurs en veillant à ce que les solutions obtenues 
soient linéairement indépendantes. Pour cela il suffit de choisir 
les jeux de valeurs de façon qu'ils forment une matrice carrée d'ordre 
n — r qui soit non dégénérée (il y a avantage à les choisir tels qu'ils 
constituent une matrice unité). 


LECON 5 


Annulateur de l’annulateur et annulateurs de termes directs. — Fonc- 

tionnelles bilinéaires et formes bilinéaires. — Fonctionnelles bili- 

néaires dans l’espace dual. — Fonctionnelles bilinéaires mixtes. — 
Tenseurs. 


Les annulateurs étant définis pour les parties de l’espace 7°”, 
on peut parler de l’annulateur de l'annulateur 


Ann Ann $S = S°° 


d’une partie $ quelconque de 7’. 
Proposition 1. Pour tout sous-espace S de F° on a l'égalité 


P® = P. 


Démonstration. Si x € ®, alors E (x) — 0 pour tout E € 9°, i. e. 
x (E) = 0. Cela veut dire que x € PF”. Ainsi, P° € P, donc F” = P 
car dim #%° = n — dim $° = n — (n — dim $#) = dim $. O 

Lorsque S est un ensemble arbitraire, on a évidemment S®° = [S]. 

Proposition 2. Si 7° = P® @, alors 7° = F°® G°, et F° 
as G, sr. 

Démonstration. Soit dim %® — p et dim & —gq, auquel cas 
p+ga—=ne # AG —=0. Aussi dim F° + dimG° = (nr — p) — 
+ (n — g) = nr. De plus, si E € F° N G°, alors & (x) = 0 pour tout 
xEP et E(y) = 0 pour tout yEG. Aussi E (x + y) = 0, donc 
E (z) = 0 pour tout z € 7°. Par conséquent, E = 0, i.e. F° N G° = 
—= 0, ce qui démontre 7°’ = F’® G° (voir leçon 3, conséquence de 
la prop. 5). 

On associe à chaque fonctionnelle linéaire & € 3° sa restriction 


ES —6l@ 


au sous-espace (. On obtient une application ë — Ë” de l’espace 
$° dans l’espace G’ qui est visiblement linéaire (c'est un homo- 
morphisme). Le noyau de l’application est formé de toutes les fonc- 
tionnelles £ € P° telles que E | @ = 0, i.e. telles que EE G°. 
Or, on sait que P° N @° = 0, si bien que E —> E” est un monomor- 
phisme. 

Soit n € G’. On définit sur 7° une fonctionnelle Ë en posant 


E (x + y) = n (y) 
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pour tout vecteur x + y, x € , y € G@. Il est clair que £ est bien 
définie, linéaire, appartient à 9° et que £’ = n, ce qui prouve que 
Er-—+ E£’ est un isomorphisme. 
L'isomorphisme @° = 9” est démontré de façon analogue.; CO 
‘On note que les isomorphismes de la proposition 2 sont « cano- 
niques». 


+ + + 


Définition {. Une fonction B: x, y B(x, y)E=< de deux 
variables vectorielles x, y € 7° s'appelle fonctionnelle bilinéaire sur 
Ÿ° si, lorsqu'on fixe chacune des variables, elle est linéaire par rap- 
port à l’autre, i.e. 


B (x + xa y) = B (xx y) + B (xx y), 
B (kx, y) = kB (x, y) 
et 


B (x Y1 + y) = B (x y1) + B (x Ye), 
B (x, ky) = kB (x, y) 


quels que soient les vecteurs x;, x:, X, Yi, Ye, Y € Ÿ° et pour tout 
kEK. 

Un exemple en est le produit scalaire (x, y) (voir 1.13). Il en est 
de même des couplages introduits dans la leçon 4 encore -que leurs 
variables appartiennent en général à deux espaces différents. La 
théorie ci-dessous se généralise en principe à ce cas, mais les raison- 
nements nécessaires sont suffisamment fastidieux pour qu’on passe 
outre. 

Soit e,, ..., e, une base arbitraire de l’espace 7°. On pose 


(1) b;y = B (e;, e;), 
et on a pour x = ze, et y = y’e,; quelconques 
B(x, y) =8B(e;, e;) y = bis y. 
Cela démontre la chaîne d'’égalités 
B(x, y)= biyziy = 


= À 2 b biz y" — buriyi +... + bin! y" + 


RENTE à + ban TU" + bar y +. + banz y. 


L'expression algébrique du second membre s “appelle (c'est connu 
dès 1.14) la forme bilinéaire en x', ..., x" et y}, ..., y". Ainsi, 
l'expression en coordonnées de toute fonctionnelle bilinéaire est une 
forme bilinéaire à coefficients (1) (qu’on appelle, pour simplifier, les 
coefficients de la fonctionnelle B). Inversement, toute forme bilinéaire 
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définit par la formule (2) (on le constate facilement) une fonction- 
nelle bilinéaire. Il y a donc (pour la base donnée !) une bijection entre 
les fonctionnelles bilinéaires et les formes bilinéaires. 

Les coefficients (1) de B constituent la matrice 


D 2. bi 
EE DR 
be. be 


dite matrice de la fonctionnelle bilinéaire B (par rapport à la base 
donnée). 

On conçoit que la somme de deux fonctionnelles bilinéaires est 
une fonctionnelle bilinéaire, ainsi que le produit d’une fonctionnelle 
bilinéaire par un nombre. On dit donc que l’ensemble T, (Ÿ°) des 
fonctionnelles bilinéaires sur Ÿ° est un espace vectoriel. Q 

Lorsqu'on fait la somme de deux fonctionnelles bilinéaires, leurs 
matrices s'ajoutent, et si l’on multiplie une fonctionnelle bilinéaire 
par un nombre, sa matrice l’est également. Cela signifie que £a cor- 
respondance qui associe à une fonctionnelle bilinéaire sa matrice est 
un isomorphisme de l'espace vectoriel T, (7°) sur l'espace vectoriel des 
matrices carrées d'ordre n. [©] 

La matrice B aidant, on récrit (2): 


B (x, y) = z'By, 
avec, une fois de plus, 


ri yi 
T—= .) = : ° 
z" y" 


(Cf. I.14, où l’on a obtenu des formules analogues du produit sca- 
laire.) 
Soient E, n ET, (7) deux fonctionnelles linéaires. La formule 


(E © n) (x, y) = & (x) n y) 


définit évidemment une fonctionnelle bilinéaire £ @ n. 

Définition 2. La fonctionnelle £ @ n s'appelle le produit ten- 
soriel des fonctionnelles E et n. 

Considérons en particulier les produits tensoriels e' @e des 
covecteurs de la base duale. Comme eï (x) = zi et e! (y) = y’, on a 


(et ® e) (x, y) = r'y, 
et la fonctionnelle B' — b;, (e' @ e’) vérifie la formule 
(3) B'(x » = bye 8e) (x y) = bis y. 


En particulier, B° (e;, e;) = b; ; d’où A linéaire des 
fonctionnelles bilinéaires ef Q e’, i, j—1,...,n (si B° =0, 
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alors b;, = 0). Soit maintenant BE T,(7°) quelconque. Si l’on 
forme B° à partir des coefficients b;,, de B, on a B” = B selon (3). 
On vient de démontrer la 
Proposition 3. Les produits tensoriels 


et Qe, i,j—=1,...,n, 
des vecteurs de la base duale forment une base de l’espace vectoriel 


T, (7°). Les coordonnées d’une fonctionnelle bilinéaire B ET, (7) 
quelconque dans cette base sont ses coefficients b;;: 


B = bg Se. D 
En particulier, 

dim T,: (7) = n°. 
Passons à une nouvelle base: 


€; — cie. 
On a 


: 
birj — B (ex, ex) — cic2.B (es, ey) = chcbis. 


Ainsi, les coefficients dans la nouvelle base de la fonctionnelle bili- 
néaire B sont donnés par la formule 

bi; = cichbi) 
qui s'écrit en notations matricielles 


B' = CTBC, 
où B = (b;3)} B° = (by) et C —= (ci) (cf. 1.14). 
* + + 


Les fonctionnelles bilinéaires B: Ë, n— B (E, n) des covecteurs 
ë, nE 7°’ se traitent de façon analogue. La seule différence est la 
position des indices. Les valeurs de la fonctionnelle sont données 


par la formule : 
B (&, n) _ b'’Eny, 


où D — B (eï, e)et E, = E (e;) et ny = n (e;) sont les coordonnées 
des covecteurs E et n. Si l’on passe à la basee;. — cie;, on a 


DIT = ci ci ht. 
Les fonctionnelles bilinéaires des covecteurs constituent l’espace 
vectoriel 
T° (7) = T:(77) 


de dimension n°. Le produit tensoriel x @ y des vecteurs x et y est 
par définition une fonctionnelle de T° (7°) définie par l'égalité 


(x © y) (E, n) = E (x) n (y). 
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Les produits tensoriels 
e; © ey, ll 3200 
forment une base de l'espace T° (7°), et 
B=bie, Se, 
pour toute B de T° (7). 


+ * * 


Le cas des fonctionnelles bilinéaires 
B:x, Et B (x, Ë), 


x étant un vecteur de 7° et E un covecteur de 7°’, est plus intéres- 
sant. Nous dirons de ces fonctionnelles qu’elles sont mixtes. Les fonc- 
tionnelles mixtes constituent également un espace vectoriel de 
dimension n°? que nous désignerons par T: (7°). 
En coordonnées, les valeurs d’une fonctionnelle mixte B s'écri- 
vent 
B (x; E) — bix'E,, 


où bi — B(e;, e) et zi — et (x), £, — E (e,y) sont les coordonnées 
du vecteur x et du covecteur E (dans les bases duales e,, ..., e, 
ete. :-., 6) 

On définit le produit tensoriel n @ y d’un covecteur n et d’un 


vecteur y par 
(n ® y) (x, Ë) = n (x) & (y), 
et on a de suite que les produits tensoriels e © e, forment une base de 
l'espace T: (7°), et 
B=bie'@e; 
pour toute BET,; (7 ): O 
Les coefficients bi de B ET; (7°) s'expriment dans la base 


er — cire, 
par la formule 
(4) ble — c'ec? b!. 
J1 s’agit d’une tout autre transformation que celle qu'on a fait 
subir aux coefficients des fonctionnelles bilinéaires de T, (7°) ou 
de T° (7°). Pour en avoir une idée intuitive, on va la déduire en 


notations matricielles. 
Soit 
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et 
ri 
-( ’ Em (tirs bn): 


Dans ce cas, on constate sans peine que 
B (x, £) = & Bz. 


Soit, corrélativement, 


D'=|l::::2.,- 
br” bn, 
et 
zi” 
z'= : ’ E"—(E£.., , En’): 
zn° 
d'où 


B (x, £) = E’B'x. 
On sait que 
z=Cz 
et 
E = EC, ie. E = EC 
(les coordonnées des covecteurs varient de manière cogrédiente). 
Aussi 
EBxz = E'C-IBCz = E'B'z, 
il. €. 
B' = C-!BC. 
C'est bien la formule (4) en notations matricielles. La matrice inver- 


se C-! remplace ici la transposée CT. 
Etant donnés ces résultats, une généralisation vient d'elle-même. 


+ + % 


Définition 3. On appelle tenseur de type (p, q), p, g > 0, sur 
l'espace vectoriel Ÿ° une fonction arbitraire 


PE ken es Ka Eros Glee T's es: xs Eh 80) 


de p vecteurs x;,, . .., x, et g covecteurs El, . .., E? qui est linéaire 
en chacune des variables (pour les valeurs fixes des autres), i.e. une 
fonction multilinéaire. / 
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On peut donc dire que les fonctionnelles bilinéaires des vecteurs 
sont des tenseurs de type (2, U), les fonctionnelles bilinéaires des 
covecteurs des tenseurs de type (0, 2) et les fonctionnelles bilinéai- 
res mixtes des tenseurs de type (1, 1). 

De même, les covecteurs sont des tenseurs de type (1, 0) et les 
vecteurs des tenseurs de type (0, 1) (par suite de 7° = (7°”)'). 

Avec les conventions générales sur les fonctions, on identifie 
les tenseurs de type (0, 0) sans variables et les éléments du corps K. 

L'ensemble des tenseurs de type (p, g) est noté T£ (7°), et on 
omet l'indice = 0. Cette notation concorde avec les appellations 
T: (7), T° (7°) et T! (7*) données aux espaces de fonctionnelles 
bilinéaires et avec le symbole T, (7°) qui désigne le dual 7°”. Con- 
formément aux résultats ci-dessus, T!(7*) = 7° et T5 (7°) = K. 

Il est clair que tous les ensembles T9 (7°) constituent des espaces 
vectoriels (pour les opérations linéaires ordinaires sur les fonctions). 

Soient e,, ..., e, une base quelconque de 7” et el, ..., e” 
la base duale de 7°”. Etant donnés 


Xy = r'es,, ss Xp = T}eips 

Et—Ejen, ..., E7— E eia 
et la propriété « un tenseur de type (p, g) est une fonction multi- 
linéaires, on a 

) ... j à À 1 

CS) A ES RE + 
où 
(6) TH = T (eu 5 Cips OA, ve, 014). 


Les nombres' Tai s'appellent les coefficients du tenseur T. 


Ils sont au nombre de nP*1. 
On simplifie les formules par recours aux multi-indices 


œ.—= (ë2 7 ip) et B _ (2 CCE T Ja): 
On pose 
Ta= Th: 
et 
eat ...2r, Et... Es 
ce qui permet de condenser (5): 
(7) T (Xis 005 Xps Es 00e) Et) = Thrats. 


La formule (7) signifie qu’en coordonnées tout tenseur est repré- 
senté par une forme multilinéaire Térts. 
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Inversement, toute forme multilinéaire TÉxtE, — Tite _ fa 
. ap... E, définit par (7) une fonctionnelle 


T : x, ee + Xp: E: . Er T' (x + + + Xp; + .. 81) 


qui est évidemment multilinéaire, i. e. c'est un tenseur. 

Ainsi, étant donnée une base e,, . .., e, de l’espace Ÿ, il existe 
une bijection entre les tenseurs de type (p, ) et les Jormes multilinéai- 
res Téret 8, i.e. les ensembles (TÉ) = (Ti! 12) d'éléments 


de X. 0 
On passe de e,, ..., e, à une nouvelle base e,., . .., e,. Soit 


e; — Cjrei. 


Le fait que tout tenseur de type (p, g) est linéaire en chacune des 
variables entraîne pour les coefficients 


5537 se se 
R IT (e;., ....6e:r, e1 .. ea 
Ti... Te, ...,e;., et, ..., ee) 
ae ii 2 j 
1 q ip À 1q mi - - . 3q 
(8) Ti = ci! “e. GCÿ SC 21 


C'est la Loi de transformation des tenseurs. Par convention, nous 
dirons que chaque indice de la formule (8) varie indépendamment des 
autres, les indices inférieurs variant de manière cogrédiente et les 
indices supérieurs de manière contragrédiente. 

En notations simplifiées, la formule (8) s'écrit 


The = coc$ TE, 


[s À — î! ip Are | j 
Ca’ — Gié CS Ci» CB — Cj, ee.” Ciq e 
Théorème 1. On suppose qu'on associe à chaque base e, . .., eh 


de l’espace Ÿ° nP*1 nombres Tir, les nombres associés à des bases 
différentes étant reliés par la loi de transformation (8). Alors il existe 
sur Ÿ° un seul tenseur de type (p, g) dont les coefficients dans chaque 


base e,, . .., e, sont Ti : donnés. 
Démonstration. Il est déjà connu que dès; qu'on fixe Ti: 2. 4? = 


_— TÈ dans une base donnée e,, . .., e,, on détermine HéVennant 
la formule 


Tr. Xps Et, .., = Th: fr. xt; ... E = Three, 
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un tenseur 7 de type (p, g). Il suffit donc de vérifier que les coeffi- 
ce T ne changent pas avec le passage à toute autre basee,., ... 
., en’. La chose est évidente. En effet, il est déjà apparu de les 


he de T dans ex, ..., e, sont les nombres ca. cê' TÈ qui 
sont égaux à Tb. par hypothèse. [ 

D'après ce LOSOIOe, on identifie les tenseurs et les ensembles de 
nombres (Ti hi 12) reliés par les formules (6). C'est justement ces 
tenseurs qu’ on rencontre en général en physique. Dans ce cas, les 


nombres T Hal s'appellent les composantes et non les coefficients. 
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Produit de tenseurs. — Base de l’espace des tenseurs. — Contraction. — 
Espace associé à une fonctionnelle multilinéaire. 


Nous avons dit dans la leçon 5 qu'on peut additionner les ten- 
seurs de même type. Il est clair que dans cette opération les coeffi- 
cients (les composantes) des tenseurs joutense 

(T+SM: NH =Th + SR: 
Si deux tenseurs s’interprètent comme ensembles de nombres 
50 ‘la , Cette formule définit leur somme. 


En plus de l'addition, on définit pour les tenseurs l'opération 
de multiplication notée @. Le produit d'un tenseur de type (p, q) 
et d’un autre de type (r, s) est un tenseur de type (p + r, q + s). 
En passant aux composantes, le produit est donné par 


(T Q S) :: 1928 Tire + a Çia+1 -- - ig+s 


°ip+r — 1ioceip 1p+1. ip+r 


(ainsi, chaque composante de 7 est multipliée par chaque composan- 
te de S). S'agissant de 7 et S considérés comme fonctions multili- 
néaires, on a la formule 


(T © S) (Xus Xp+r) Et, ..., E7+) = 
=T (x, 54 Xp: LS Un | 7) S (Xp+1 RE Xp+r) et, EL 1): 


La multiplication @ est évidemment distributive par rapport 
à l'addition: 


(T+SSS@R=-=TO@OR+S@R, 
R@(T+S)=R@T+R®S, 
et associative: 
(T@S)QR=T@(S@R). 
Mais elle est en général non commutative: 


T@SÆS@T. 


LECON 6 49 


Si l’un des facteurs (ou les deux) est un tenseur de type (0, 0), i. e. 
un élément de K, alors le produit ne diffère pas du produit usuel : 


k@T=T@Rk=RkT. 


Tous les espaces vectoriels T? (7°) sont, pour les opérations + et 
©, un objet algébrique qui constitue un exemple d'algèbre bigra- 
duée. Cette algèbre est désignée par le symbole T (7°) et porte le 
nom d'’algèbre tensorielle de l'espace vectoriel 7°. 


*k + + 
Soit, une fois de plus, e,;, - .., e, une base quelconque de 7” et 
el, ..., e" la base duale de 7”’. 
On pose pour tout multi-indice & = (i,, . .., i,) et tout multi- 


indice B = (jy, - - ., Ja): 
een @...@eïr, en=e;, © ... Q ei» 
auquel cas 
ET (Xi Xp) = 1° ... IP 10 
et 
es (Et, ..., EE... ob 
pour n'importe ques vecteurs x1, . .., xp et covecteurs E!, 
Aussi les nombres TË quelconques vérifient l'égalité 
(The © es) (x, +. Xp Et, ..., Et) = Three. 
Cela démontre la 
Proposition {. ous les produits tensoriels de la forme 
es Qes=ei @ ... QeirQe; @ --. Sex 
forment une base de l'espace T9(7°). Les coordonnées d'un tenseur T 
dans cette base sont ses coefficients : 
T=T}h::: en @ ... Detr@e;, ® ... De = The" es. D 


Cette proposition relative aux fonctionnelles bilinéaires nous 
est connue dès la lecon 5. 
En particulier, 


dimT;(7)=n?P*1, 
si bien que la dimension de l'espace des tenseurs de type (p, g) est 
égale au nombre de leurs composantes, comme il fallait s’y attendre. 
+ + * 


Etant donné un tenseur 7 quelconque de type (p, g), p >0, 
qg > 0, on suppose que 1<4< p, 1<1<q. On remplace la 
k-ième variable vectorielle par ar le vecteur de base e;etla /-ième varia- 


4—01311 
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ble covectorielle par le covecteur e* et on somme en à de 1 à p, il 
vient un tenseur S de type (p — 1, g — 1). Ainsi, 


S (x, .….., X p-1 El, .….., E9-1) — 
=T (x1: ..., Xh=-1 e;; Xz, “... Xp-1 Et, NC gt-t, c', ëf, | ET), 


la sommation par rapport à à étant sous-entendue à droite en vertu 

de la convention d'Einstein. Les composantes de S s'expriment 
manifestement par la formule 

1 - DES ES UE TE 

Ses te 

Définition f. On dit que le tenseur S est obtenu par contraction 

relative au k-ième indice inférieur et au l-ième indice supérieur du 

tenseur T. 

On vérifie si la définition est intrinsèque, i.e. si $ est indépen- 

dant de la base e,, . .., e,, ce qui ne présente aucune difficulté. 
En effet, si e,;», . . ., e,- est toute autre base et si 


ei = cirei, 
on remplace les variables « non contractées» par les points de suspen- 
sion eton a 
T'es Nes es Ras ne Mon dress, D et, EE) 
Turenne.) =ceT (en ne, 
= 6T(...,e,...,e,...)=T(...,e,...,e,...)=— 
= 9 (Mise Noel. 601); [TJ 
Exemples de tenseurs contractés. 


1. La contraction relative à i, j de la fonctionnelle bilinéaire 


mixte B (x, £) — biz't” donne un tenseur de type (0, O0), i.e. le 
nombre B (e,, e:). Ce nombre est appelé la trace de la fonctionnelle 
et noté tr B. Ainsi, on a par définition 


trB=bi=b,+...+0bn, 


d’où l’on tire que Za trace d’une fonctionnelle est égale à la trace de 
sa matrice, i.e. à la somme des éléments diagonaux de celle-ci. 
2. En particulier, on a pour tout vecteur x et tout covecteur E : 
tr (E © x) = Ex = Ext +... En. 
3. Soit 7 un tenseur arbitraire de type (p, q). On prend p vec- 
teurs x;, ..., x, et g covecteurs E', ..., &7 et on forme le tenseur 


u®...@x ®TOEG...@E 


de type (p + qg, p + g). On le contracte p + q fois relativement 
aux indices inférieurs et supérieurs de même numéro et on a évidem- 
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ment le nombre 


Je. 3q in ippl 29 
GRR EC 2 .. Lp Ej, ess Eos 


i. e. la valeur de 7 sur les vecteurs x,, . .., x, et les covecteurs 
El 
? 


Y + * 


Le cas le plus intéressant est celui des tenseurs de type (p, Ô) 
connus sous le nom de fonctionnelles multilinéaires sur l'espace vec- 
toriel 7”, dont le degré est par définition le nombre p de variables. 

Etant donnée une base e,, . .., e, de l’espace 7”, chaque fonc- 
tionnelle multilinéaire À de degré p est définie de façon unique 
par ses coefficients : 


A 


moyennant chacune de deux formules équivalentes - 


usine Æ (er: 52501) 


ë î î 
A (x, Xp) = À, ... 1% tn 


et 
A= An. pe ® -.… @ efr. 


Si l'on fixe toutes les variables de À, sauf une, on obtient une 
fonctionnelle de degré 1, i. e. un covecteur. 

Définition 2. On dit de chacun de ces covecteurs qu'il est associé 
à la fonctionnelle multilinéaire À. 

On obtient un covecteur associé £ quelconque en se donnant 


p — 1 vecteurs a,, . .., a, _, et le numéro i, auquel cas on définit 
par 


E(x) = À (as, ..., 454, X, Ai, ..., a)_;). 


Définition 3. Le sous-espace de 7” engendré par tous les covec- 
teurs associés à une fonctionnelle multilinéaire À s’appelle l’espace 
associé à la fonctionnelle. 

Définition 4. Si une fonctionnelle multilinéaire À de degré 
p est combinaison linéaire des produits tensoriels de la forme 
E1 © ... @ E’P, où 1 jy, . -., jp Lr, on dit qu'elle s'exprime 
tensoriellement au moyen n des covecteurs El . 5 Es 

Proposition 2. Toute fonctionnelle multilinéaire À s’ exprime ten- 
soriellement par chaque base de l'espace associé. 

Démonstration. Soient Z l’espace associé à À et e!, ..., e” 
sa base quelconque. On complète e!, ..., e” de façon à obtenir la 
base 

énrsneérres er 


Cr 2 À 


de l’espace 7°” tout entier et on considère la base duale 


C1» ._. €}; . 7, En 
&® 


52 LECON 6 


de 7° — (7°‘)’. On sait (voir leçon 4) que les vecteurs 
Crtys sr En 
constituent une base de l’annulateur #° de ., si bien que 
ë (e;) = 0 pou j>r 
quel que soit le covecteur & de 3. Mais parmi les éléments de Z 
on trouve en particulier tous les covecteurs de la forme 
E(x) = A(x, e:,. ...,e:,). 
Quels que soient les indices i,, . .., i, et à, > r, on a donc l’éga- 
lité 
A (ei,, e:,, -.., ei) =0, 
i. €. 
Ai, ip = 0. 
On démontre de même que cette égalité a lieu non seulement pour 
is >r, mais aussi pour i, >r et, en général, si i, >r pour au 
moins un # = 4, 2, ..., p. Cela étant, on estime qu’on somme dans 


A= Ai, ...ipe" ®@ ... @ et? 


par rapport à tous les indices seulement de 1 à r, ce qui signifie que À 
s'exprime tensoriellement en fonction de la base e!, ..., e&. O 
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Rang d’une fonctionnelle multilinéaire. — Fonctionnelles et per- 
mutations. — Application alternée. 


On continue l’étude de l’espace associé à une fonctionnelle mul- 
tilinéaire. 

Soient À une fonctionnelle multilinéaire et Z l’espace associé. 
Soit de plus E!, ..., &” une famille arbitraire de covecteurs dont À 
est combinaison tensorielle. 


Proposition 1. Le ie À est contenu dans l'enveloppe linéai- 
re des covecteurs E!, 


LT LE “4 À 
Démonstration. On a par hypothèse 
À = b;, se ; È © dE. @ £?, 


bis, étant des nombres et la sommation étant étendue aux indices 
lp - «+ ip de 1 àr. 
Un covecteur quelconque 


E(X)= À (as, .-.. 451, X, 8, ..., Ap_1); 
associé à la fonctionnelle 4, est donc défini par la formule 
E — Caëts 


« 


ou 


Ca 0. jo pat te as} as A PE À 


Par conséquent, E € (Et, ..., E" ], donc 3 ÎE, ..., E].O 

Définition 1. La dimension de l'espace Z constitue le rang de la 
fonctionnelle multilinéaire À. 

Théorème !. Le rang de la fonctionnelle multilinéaire À est égal 
au plus petit nombre de covecteurs dont À est combinaison tensoriel- 
le, i.e. 

a) si À s'exprime tensoriellement en fonction des covecteurs E?, . .. 

, €, Son rang est au plus égal àr; 

b) si r est le rang de la fonctionnelle A, on trouve r covecteurs 
El, ..., € qui représentent tensoriellement À. 
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Cela étant, la famille £!, . .., E jouit de la propriété b) si ef seu- 
lement si c'est une base de l'espace .#} associé à A. 

Démonstration. Aux termes de la proposition 2 de la leçon pré- 
cédente, la fonctionnelle À s'exprime tensoriellement par une base 
de .?, ce qui démontre en particulier l’affirmation b). 

Si À s'exprime tensoriellement au moyen des covecteurs El, ... 
<.., € et on a donc l'inclusion 


Del ss el 
(proposition 1), alors 
dim. < dim[Et, ..., E]<r, 


ce qui démontre a). 
On voit de plus qu'on a nécessairement pour r = dim .? : 


HN = [EX, . ai À 


i. e. la famille El, ..., £" (qui est visiblement libre) est une base 
de .7%7. 

Le théorème se trouve démontré. [ 

On conçoit que ces résultats restent vrais (à des modifications 
évidentes près) pour les. fonctionnelles des covecteurs (i. e. pour les 
tenseurs de type (0, p)). On n'oubliera pas que les éléments associés 
à ces fonctionnelles sont des vecteurs, si bien que l’espace associé est 
un sous-espace de 7”. 

+ À + 


On rappelle qu une permutation de degré p est par définition une 
bijection quelconque de l’ensemble {1, . .., p} sur lui-même. Toute 
permutation © est en général représentée par le tableau à deux lignes 


1 D us D | 
G(1) G(2) ... o(p) 
bien que la ligne inférieure suffise en général à elle seule. 

Toutes les permutations de degré p forment un groupe (pour la 
composition). Ce groupe est appelé groupe symétrique et noté S,. 

Üne permutation est paire ou impaire selon que les couples 
(o (i), © (i)), i << j et © (i) > © (j) sont en nombre pair ou impair. 

Etant donnée une permutation 6, on appelle signature de © le 
nombre &s = + 1, le signe plus correspondant à © paire et le signe 
moins à O impaire. 

Il est connu que 

Ear — É0ËEt 


pour deux permutations & et t quelconques, d où en particulier la 
propriété, pour toutes les permutations paires, de former un sous-groupe 


p° 
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Soit À une fonctionnelle multilinéaire de degré p. 
Définition 2. Soit une permutation © € S, quelconque. Le symbo- 
le oÀ désigne une fonctionnelle définie par la formule 


(GA) (Ki, +. , Xp) = À (Xoigps - + + Notpy)e 
Il est clair que 


(GA) = Ai... iotm- 


Ainsi, on obtient les coefficients de la fonctionnelle A par permuta- 
tion o des indices des coefficients de À. 
Exemple. Soit n — 5, p = 3 et 


_(123 
=( 1 "| 


(GA us = Asus (CAhs53 = A9g55e 


On a 


L'application 
A > CA 
est évidemment, pour toute permutation ©, une application linéaire 


(un homomorphisme) de l'espace vectoriel T,(7"*) sur lui-même. 
On constate en outre sans peine que 


(ot) À = © (TA) 
pour 6, TE S, quelconques, ce qui entraîne en particulier que l'ap- 
plication À ++ OA est un isomorphisme. Q L 


* + *# 


Dans la suite de la leçon, nous supposerons que le corps de base 
est de caractéristique O, ï. e. on définit dans < la division par tout 
entier naturel (et en particulier par la factorielle p !). 

Définition 3. Etant donnée une fonctionnelle À € T, (7°) quel- 
conque, on désigne par Alt À la fonctionnelle 


Alt A= SN € (6). 
CES p 
Il est clair que l'application 
A — Alt À 

est linéaire (c'est un homomorphisme). Elle est dite alternée. 

Puisque Alt: T,(7)—7T,(77) et o:T,(7 )—T,(7), on 
définit les applications composées © + Alt et Alt o 6. 

Proposition 2. Pour toute permutation 5 € S,, on a les relations 


Alt o &o = 8 Alt, oo Alt = &, Alt. 
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Démonstration. Toute fonctionnelle À € T, (7) satisfait à 


AIt (04)= D e,(104)— 
TES p 


Î 1 
ot >, Ex (OA) = es Tr >, E+ (TA) = & Alt 4, 
TESp TES p 


car 16 parcourt S} tout entier avec t. 
De même, 


GAL A= >. E- (OTA) = € = > Est (0TA)= Es AÏtA. © 
TESp TSp 
Puisque Alt: T, (7°) — T,(7'), on définit l’itération 
Alto A: T,(T)—T, (7). 
Proposition 3. On a l'égalité 
Alt o Alt = Alt. 


Démonstration. Une application alternée étant linéaire, on a 
par suite de la proposition 2 


AIL(AItA)= AI (+ Ye (04)) = 
CESp 
=— D #Alt(64)=— Y (&)2AltA=AItA. D 


CES p CES p 


Comment exprimer les coefficients (Alt 4); ...; de la fonction- 
nelle Alt À au moyen des coefficients A: Àe de À? Il y a intérêt, 


pour avoir des formules condensées, à introduire une notation qui 
rendra également d’autres services. 


Etant donnés #? nombres À; numérotés par les indices 
hi» - --, t)p Variant de 1 à x, on fait ou correspondre #7? nombres 
Bi... is numérotés de façon analogue tels que 

Bi ip Tr ea EcA{9(1)e gp) 
CES p 
On désigne d'ordinaire les nombres B;...;, par Ati .i D} Ce qui 


nuit d’une certaine façon à la rigueur des es Ainsi,” on a par 
définition 
{ Qt 
Abisi]=T Eco Ai (4): - -igtpy" 
CESp 
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Avec ces notations, la position des indices est certes indiffé- 
rente. Si n° nombres donnés s'écrivent A" 'P, alors on pose 


AU---ip] N\! e A 0)" ap) 


= 
pi, — 
CES p 
Proposition 4. Les coefficients de la fonctionnelle Alt À vérifient 
la formule 


(AÏt Ai ip = Ati... ip) 
Démonstration. Par définition 
(AIT A);,...i, = Alt À (e;,, ..., e;,) = 


Î 
= — >. Es (4) (e:,, .. ip) ET > EcA (eicr …..) Ei(p) — 


L'intérêt des notations introduites plus haut ne se limite pas à 
cette formule. On s’en sert par exemple en théorie des déterminants. 
Lemme 1. On a l'identité 


zl ...zx 


1 
T2... To] _ 1 P] 1 p 
. = plri tp Di This dpi: 
NE 
Démonstration. Par définition 


i 
p'æx... xt) 


o(1 o 
Den a 
0ESp 
et 

1 p 1 
P ! Tf1 --. Th] — >: EoTa(1) - - - Totp}- 
CESp 
Les deux seconds membres sont égaux au déterminant [xl 
(qui est développé « suivant les lignes » ou « suivant les colonnes»).[] 


Proposition 5. Quels que soient les vecteurs x,, . .., x,, on a les 
formules 


(AÏt 4) (xs, +. Xp)= Aqi.ïtt 2 = 
— Ai, oiptli …. rh Ai i,2f" …. ri, 


Démonstration. La première formule n'est rien autre que la 
proposition 4 écrite de façon différente, la deuxième est établie par 


58 LEÇON 7 


les calculs 


| U 
(Alt A) (Xi: .., Xp) = p] > EgA (Lo1): .... Lo(p)) = 
CES p 
| : : 
TT > EcAi...ipLo(1) ++ Top) = 
GESp 


| . 5 
= À;,...ip (57 > EoTo(1) .. Ton ) = 
GES p 


i ip 
— A;.. . PE 00 Lp} 


et la troisième découle de la deuxième par suite du lemme. [ 
Conséquence. On a la formule 


(AIt À) (xs, -., kp) = Aie. in LÉ 4 


AT 
où l’on somme comme toujours par rapport à i1, - .., i, de 1 à n. 


Exemple. Quand p = 2, 
Aij—Aji\ ; ; ziyi — yix) 
(Alt À) (x, y)=— (=) sy = A5 (—— —) = 


ziy) — riyl 1 
= Ai; (<< } = Ai; 


2 "2. 
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Fonctionnelles multilinéaires antisymétriques.— Produit extérieur. — 

Algèbre de Grassmann. — Produit extérieur de covecteurs. — Décom- 

position des fonctionnelles antisymétriques en produit extérieur de 
covecteurs de base. 


Soit donnés deux ensembles de n° nombres x; ..; et y""P 


numérotés par p indices 1, . . ., in Qui parcourent de façon indé- 
pendante les valeurs de 1 à x. On multiplie chaque Ti,.….i, Par 
, 


y""*p correspondant et on fait la somme, il vient le nombre 
SU AL 
Lemme 1. Pour toute permutation o du groupe symétrique S, 
on a l'identité 
(1) SRE 1 RE TPE PE ESC 


Démonstration. Les deux membres de (1) sont les sommes de 
mêmes termes à l'ordre près. 


Soit n° nombres x;, avec i, j = 1, ..., n. Considérons tous les 
produits 


Lemme 2. Pour toute permutation 6 € S,, on a l'identité 
io(1) ta(p) 
(2) Th ee Lip = Liu): 


où T =0!. 
Démonstration. Les deux membres de (2) sont le produit de mêmes 
facteurs à l’ordre près. Si l'on a par exemple p = 4et 


ip 
Tip) 


o=(; LR ne 


2 4 3 1 


a 
| 
ns, 
D + 
a 
© 


alors 
data nt it pt mir pi nié 
LT lili, = Liljlilj,e 
Définition 1. Une fonctionnelle multilinéaire À est dite anti- 


symétrique Si 
OA — EoA 


pour toute permutation © € S,. 
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Proposition 1. Une fonctionnelle À est antisymétrique si et seule- 
ment Si 
(3) Ait) -ia(p) 


quels que soient les indices i,, . . ., i, et la permutationo € S;. 
Démonstration. Si À est antisymétrique, alors 


À = (0AÀ)i,...in = EoAi,.. ip. 


= EsA;. .. ip 


ia(1)---io(p) 
Inversement, si l’on a (3), alors tous les vecteurs x,, . . ., x, véri- 
fient les égalités 

(GA) (x4 -.., Xp) = À (Xoctps ++ ++ Xotp)) = Ai... ipTot1) +++ To(p}- 
Or, on a par les lemmes 1 et 2 et la condition (3): 


x'o(1) x\o(P) — 


| . in ip + 
À;,...iplo(1) DS Top) — À o(1) °° “”"o(p) 


_— , e î 
— Ai: ë op)? 1 …. 


Donc, 64 = & A4. D 
Proposition 2. Une fonctionnelle multilinéaire À est antisymétrique 
si et seulement si elle est conservée par toute application alternée, i.e.si 


ig(1)---io(p) 


i i î 
Zp = EcAi,...ipT1 . ee TP =E,A (x, ee » Xh)- 


Alt 4 = À. 
Démonstration. Si 
OÀ = £&5AÀ 
pour toute permutation © € S,, alors tous les termes de la somme 
à Es (GA) 
CESp 


sont égaux à À, si bien que la somme vaut p !A. Par conséquent, 
Alt 4 = À. 
Inversement, si Alt À = À, on a, d'après la proposition 2 de la 
leçon 7, 
oA = © Alt À = e, Alt À = A. © 


Conséquence. Une fonctionnelle multilinéaire À est antisymétrique 
si et seulement si ses coefficients satisfont aux égalités 


À; ip — Ati... ip]- 


Une condition un peu plus générale pour qu'une fonctionnelle 
jouisse de la propriété étudiée est fournie formellement par la 

Proposition 3. Une fonctionnelle multilinéaire À est antisymétrique 
si et seulement s'il existe une fonctionnelle multilinéaire B telle que 


(4) A = Alt B. 
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Démonstration. Si À est antisymétrique, alors (4) a lieu pour 
B = À (proposition 2). Inversement, si (4) est vérifiée, alors 


Alt À = Alt (Alt B) = Alt B = À 


{leçon 7, prop. 3), si bien que À est antisymétrique (proposition 2). O 


+ + à 


Le produit tensoriel À @ B de deux fonctionnelles antisymé- 
triques À et B n’est en général pas antisymétrique. Pour que À @ B 
le soit, il faut lui faire subir une application alternée. 

Définition 2. Etant données deux fonctionnelles multilinéaires 
antisymétriques À et B, on appelle leur produit extérieur la fonction- 
nelle 

A A B = Alt (4 @ B). 


La fonctionnelle À À B est de degré p + q, p et qg étant les degrés 
de À et B respectivement, et ses coefficients sont définis par 


(4 AB). «<.ip+q — Ari. HD. <.ip+q]° 


Proposition 4. La multiplication extérieure de fonctionnelles anti- 
symétrique est associative, i.e. 


4 ABAC=AANA(GBAC) 


quelles que soient les fonctionnelles antisymétriques À, B et C. 

On omet donc les parenthèses dans le produit extérieur de plu- 
sieurs fonctionnelles. 

Avant de démontrer la proposition 4, nous tenons à faire plusieurs 
remarques qui ont également leur intérêt propre. 

Quels que soient p et q, on applique le groupe symétrique S$, 
dans le groupe symétrique S,+, en associant à toute permutation 
o € S, une permutation 6° € S,+, qui opère sur 1, ..., p comme 
o et qui laisse invariants les nombres p + 1, ..., q: 


oi) si 1<i<hp, 
i si p+i<i<p+g. 


Il est clair que la correspondance o ++ ©” est un monomorphisme 
(un homomorphisme injectif) conservant la signature, i.e. 


G” = | 


Eg’ = Es 


pour toute permutation ©. 

Les permutations © € S, permettent d'effectuer, pour une fonc- 
tionnelle multilinéaire À quelconque de degré p + q, une applica- 
tion alternée par rapport aux p premières variables, i.e. de construire 
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la fonctionnelle 
alt A= 7 Ÿ' e(6'A). 
CESp 
Lemme 3. 
Alt (alt 4) = Alt À. 


Démonstration. On répète les raisonnements de la proposition 3 
de la leçon précédente : 


Alt (alt 4)= Alt (+ S e(0°4)) = 
CES p 


Démonstration de la proposition 4. Soient p, g et r les degrés 
respectifs des fonctionnelles À, B et C. 
Par définition, 
(4 A B)A C = Al ((4 À B) @ C). 
Mais 
(4 À B) @ C' = alt (4 @ B @ C), 


où alt désigne l’application alternée relative aux p + q premiers 
indices. On a donc, d’après le lemme 3, 


(4 A B)\ C = Alt (4 © B @ C). 
On démontre de même l'égalité 
AN\(BA\C)=AIt(4 © B@ C). 
Par conséquent, (4 A B)AC=A/N\(BAC) DO 
En particulier, 
AN\B/N\C=AI (A @ B @ C). 


Une formule analogue a évidemment lieu pour les facteurs en nombre 
arbitraire. 


À la différence du produit tensoriel, le produit extérieur est 
commutatif (encore qu’au signe près). 

Proposition 5. Etant données deux fonctionnelles multilinéaires 
antisymétriques À et B quelconques de degré p et q respectivement, on a 
l'égalité 

BA A=(—1}24 \ B. 


Cette propriété du produit extérieur s’appelle l’anticommutativité. 
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Démonstration. On a par definition 
(B @ A) (xs, -.., Xp+g) = B (Xi, - +, Xg) À (Xq+is + + Xp+g) = 
= À (Xq+ts cer Xp+q) B(X1, - +. Xg) = 
= (À © B) (Kgtis er Xp+gr Nan see Kg) = 


= (00 (À © B)) (xi, --., Xp+q)r 


où 
co = ( 1 ss “D, ÉÉNS 
ati, ...,p+a 1, ..…, ag }° 
1.0. 
B @ À = 0, (A @ B). 
Aussi 


BAA=AIt(B @ À)=e0, Alt (A @ BP) = e0,(4/\B). 
La démonstration s'achève par l'égalité 
Eg, —= (— 1377. O 


+ + * 


Il est clair que l’ensemble À, (7°) de toutes les fonctionnelles 
antisymétriques .de degré p constitue un sous-espace de l’espace 
T, (7°), si bien que A, (7) est un espace vectoriel. Cela étant, la 
multiplication extérieure des fonctionnelles antisymétriques est 
évidemment distributive par rapport à l'addition: 


A+BAC=ANAC+BAC, 
i.e. les espaces vectoriels 
Ao (7°), A1 (7°) - + An (T°), - 


sont pour les opérations + et /\ un objet algébrique qui est un 
exemple d’algèbre graduée. Cette algèbre s'appelle algèbre extérieure 
(ou algèbre de Grassmann) de l’espace 7° et se note A (7°). 

On observe que si p = 1, l’antisymétrie n’impose aucune restric- 
tion. Par conséquent, 


AT)=107)=77 
Des considérations analogues conduisent aux égalités 
NF)=To(7) =K. 


L’antisymétrie entraîne évidemment À (x,, ..., x,) = 0 si au 
moins deux des vecteurs x, . . ., X, Coïncident (cf. le cas analogue 
de déterminants). Comme les fonctionnelles sont multilinéaires, on 
a À (x1, - - .. Xp) — 0 si au moins l'un des vecteurs x, . . ., X) est com- 
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binaison linéaire des autres. On l’a nécessairement pour p > n, si 
bien que 
\p (7) 5 O, P > n. 
+ ++ 
Le cas le plus intéressant est celui des produits extérieurs de 


fonctionnelles de degré 1, i.e. de covecteurs. 
Selon la remarque ci-dessus, 


HA... AE —=AI(E@...@tE) 


quels que soient les covecteurs &E", . .., £”. Cela signifie qu'on a pour 
X1r + + «+ Xp Quelconques 
(Et A. ua A\ EP) (x1, …... Xp) — 
L d 
= D] >, Eg (£! © ... © EP) (Xot1): SE: Xa(p)) = 
CESp 


1 u 
pl > Eoët (Xou1)) - - + EP (Xo(p)); 
CéSp à 
1.0. 


(5) A... AE) Ga xp) = a | 
EP (x1) --. EP (xp) 


On écrit cette identité très importante de façon équivalente (voir 
lemme 1 de la leçon 7): 


(A... AE) (Ru. xp) = Et (Ka) + - + EP (xp), 
ou encore 
(6) (ET A... AËP) (ru +. xp) = EU (x) +. «+ EPT (xp). 
Soit la fonctionnelle 
Ho... gr 7 S 81 @ ... @ E”. 
F CES p 

Ses valeurs sur x1, . .., x, sont fournies par la formule 
(7) EF @ ... SE) (x. x) = 

= Da @... SET)(x, .….,x)= 


= > 2 (xs) -. 0 (xp) =" (x) -.. “in (xp). 
CESp 
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Les formules (6) et (7) donnent lieu à la 

Proposition 6. Etant donnés des covecteurs E}, . . ., EP quelconques, 
on a l'égalité 

Et A... A EP = Et @...@ EI O 

Conséquence. La fonctionnelle c” n .. À\ EP s'exprime tensoriel- 
lement par les covecteurs El, ..., EP. ( 

Le résultat suivant est ‘simple, mais important. 

Proposition 7. a" 

FA... AëF= 


a lieu si etseulement s'ily a ne linéaire des covecteurs El, ... 


AR À 

Démonstration. L'’anticommutativité du produit extérieur fait 
que El A ... À EP change de signe par échange de deux facteurs 
quelconques. On en déduit par des raisonnements familiers El À ... 


. À EP = 0 si les covecteurs El, ..., EP sont linéairement dé- 
pendants. 


Supposons qu’il y a indépendance linéaire des covecteurs, auquel 
cas on les complète de façon à obtenir la base 


ei= E1, ...,@eP—EP, eP+ti,...,e" 
de Ÿ°’ tout entier. Soit 
be, 
la base duale de 7°. On a conformément à (5): 


ë! (es) -.- Et (ep) 


GA... ABP)(en .e)= pl... 
EP (e:) -.. EP el. 
1 0 
EE 
lo 4 77 
Donc, Et A... APÆQ0. 0 
+ + x 
Soit e!, ...,e" une base arbitraire de 7°’. Chaque fonctionnelle 


multilinéaire À admet (c'est connu) une représentation de la forme 
A= An. spé ® -.. ® er. 


Si À est antisymétrique (donc À = Alt À), on obtient par appli- 
cation alternée la formule 


(8) À = Ai,...ipet /\- . Aer. 


De nombreux termes sont nuls et identiques. On réduit donc « les 
termes semblables ». 


5—01311 
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Selon la proposition 7, les termes à i,, ..., i, non simultané- 
ment distincts sont nuls. Aussi 


(9) A= D Aie A... Aer, 


la sommation étant étendue de 1 à z à tous les groupes de p entiers 
ls Los + + +» ip Choisis parmi 1, 2, ..., p sans répétition. 

On fixe un groupe et on considère les termes de (9) qui ne diffè- 
rent que par l’ordre des indices. Ces termes sont au nombre de p|, 
et ils sont tous de la forme 


(10) Ait). ae D A ... Aer), 
mm | 


(sans sommation) 


o étant une permutation quelconque de degré p. L'’anticommutativité 
du produit extérieur entraîne de suite 


eo(1) À... AeïstP) — e& eñ ||... /\eïr. 

D'autre part, on a par la proposition 1 
Ai) ion) = oi. .ipe 
Comme &çes — 1, tous les termes (10) sont égaux à 
A;,...inet A... /\etr. 
On vient de démontrer l'égalité 
A=p! D) A:..:en/A.../er, 
Len (Sep) 


la sommation étant étendue à toutes les combinaisons (i,, . . ., in) 
d'indices de (9). Il existe pour toute combinaison un seul groupe 
Eps - + + p tel Que à Lie L...<Li,, Si bien qu'on a la 

Proposition 8. Pour toute fonctionnelle antisymétrique À on a l'éga- 
lité 


A=p! ÿ A;,...ipen A... /\etr. Q 


hi<...<ip 
Ainsi, les fonctionnelles du type 
ehA...f\etr, 1<ùu<... <i)Kn, 


constituent une famille génératrice dans A, (7°). 
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Base de l’espace des fonctionnelles antisymétriques. — Formules de 

transformation de la base de l’espace des fonctionnelles antisymétri- 

ques. — Multivecteurs. — Rang extérieur d'une fonctionnelle anti- 

symétrique. — Théorème du rang d’un multivecteur. — Conditions 
d'égalité de deux multivecteurs. 


La proposition 1 de la leçon précédente entraîne, pour les coef- 
ficients Ai, d'une fonctionnelle antisymétrique À, les égalités 


O si les nombres ài,, ...,i, sont 
(1) À = non tous distincts, 


EoAi, (4). “ion dans le cas contraire, 
avec © une permutation de degré p telle que 


lo(1) RTE la(p)- 


Il en résulte qu’on définit complètement la fonctionnelle À connais- 
sant À; pour lesquels i << ...< i,. 
Ppe e “P e L Q Q 
Définition 1. Les coefficients À;..; tels que 5 <...<i, 
sont appelés coefficients stricts de la fonctionnelle antisymétrique À. 


Proposition 1. Etant donnés (°) nombres quelconques 
(2) Ai... 


numérotés par i <...<in, On leur associe une fonctionnelle anti- 

symétrique À unique dont ces nombres sont les coefficients stricts. 
Démonstration. L'unicité vient d'être établie. On démontre donc 

l'existence. On définit par (1) #7? nombres A;4..;,. pour tous les 


ls + + - ép, €t On considère la fonctionnelle multilinéaire 


(3) A = À;,,..ipe" ® ... Q er. 


P 


Si À ainsi définie est antisymétrique, ses coefficients stricts sont 
évidemment les nombres (2). Aussi il faut établir la propriété d’anti- 
symétrie de (3). 

Aux termes de la proposition 1 de la leçon précédente, une con- 
dition suffisante en est la validité des relations 


(4) Aic(4) - -ia(p) — EoA;,. ip 
5e 
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pour les coefficients 4;,..;_ de la fonctionnelle, © étant une permu- 


tation quelconque de degré p. On suppose, sans restreindre la géné- 
ralité, que les indices à, . .., i, Sont distincts deux à deux (sinon 
les deux membres de (4) sont nuls). 

S’il en est ainsi, on a par définition 


Ai. ip = ExAir) ix(p) 
avec Tt une permutation telle que in << : - - ip. De même, 
A1) --io(p) — EpAio(o(1))- -ipta(p))! 
avec p une permutation telle que i,çouy < + + :  épçogpy- Or les 
nombres éxç)» + + +» Éxçp) €t  Ép(oti))s + + +» Épçocpy Feprésentant les 


indices à, ..., i) rangés dans l'ordre croissant sont identiques. 
Par conséquent, 


T (1) = p (oc ()), .- .-., t (p) = p (o (p)), 
ie. T — po. Aussi & — 8,€s et, partant, 


Ai. ip © EoAi (4). « -ig(p)" OI 


Théorème 1. Les produits extérieurs 
(9) ehA...f\eir, 1<i<... Li) Kn, 


constituent une base de l'espace AN, (T°). 

Démonstration. La proposition 8 de la leçon précédente fait 
qu'il suffit de démontrer l'indépendance linéaire des fonctionnelles (5). 

Soit 
S A;...inet A... Aeïr=0, 

U<... Lip 

OÙ Ai. <...<ip, Sont des nombres. Il existe par la pro- 
position { une fonctionnelle antisymétrique À à coefficients stricts 
À ;, … Le Selon la proposition 8 mentionnée, À est définie par la 


formule 
1 à ; 
A=—T D) Ài...ienA.../Aeî, 
i<...<ip 
si bien qu'elle est nulle par hypothèse. Dans ce cas, 


Aisoip = A (e:,, .., e:,) = (. 


Donc, les fonctionnelles (5) sont linéairement indépendantes. O 
Conséquence 1. Toute fonctionnelle antisymétrique À est repré- 
sentable de façon unique par 


| - | 
BTE > Ai,...iet A... /\eir. O 
ii <...<ip 
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Conséquence 2. 
n 
(6) dim \p (7) = (?) . 0 


En particulier, on retrouve l'égalité 


A7) — O, pP>n. 


* + + 
On passe de la base el, ...,e" à e!,...,e"’. Sous l’hypothèse 
ordinaire 
ei — ci ei, 
on a 
i’ 1! î, LE ; 
e © .-.. Qer—c;... ciben @ ... @ eir. 

Aussi 


eiA.../Ae'r=— Alt(e @ ... @ er) = ci =. cpeh @ .. ® ei? 


(leçon 7, prop. 4), donc 
ei A ... Aer=pl! >: ct... ciPjeir À Aer. 


<<... <ip: 


Le nombre p left, Te ci, est égal (voir leçon 7, lemme 1) au 


mineur 
ARE 
fi:9 
Ly --. lp 
de la matrice de passage C = (ct) qui est constitué d'éléments en 


colonnes i, < ...< i, et en lignes à, < ...<i,. Aussi on récrit 
finalement la formule de transformation des bases de l’espace À, (7°): 


(7) eiA... Aer c(;: Je A... Aer, 


<<... <ip 
(01) DES 27 
+ + + 


Il est naturel qu'on transpose tous les résultats obtenus aux 
tenseurs de type (0, p), i.e. aux fonctionnelles multilinéaires 
A:Ë',..., EP A (El, ..., EP) de covecteurs de degré p. La seule 
différence est la position des indices: les indices inférieurs sont éle- 
vés, et vice versa. En particulier, les fonctionnelles À de type (0, p) 
ont pour coefficients Atü--i», la base de l’espace AP (7°) = Ap (7°) 
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des fonctionnelles antisymétriques de type (0, p) est formée de pro- 
duits extérieurs 


ei, À .-. Aei, = Alt(ei © ... Qei,), où <<... <i,, 
et toute fonctionnelle antisymétrique admet dans cette base la dé- 
composition 
A=p\ > Aïe; /\ se À tip: 


1... Lip 
Définition 2. Les produits extérieurs 
Xe us Nr rss CT 


de p vecteurs s'appellent les multivecteurs de degré p ou les p-vecteurs. 

Si p = 0, les multivecteurs sont des nombres (EK), et si p = 1, 
ce sont des vecteurs. On désignera par AP (7°) l'ensemble des p- 
vecteurs de l’espace 7°. AP (7°) n’est en général pas un espace vec- 
toriel (la somme de deux p-vecteurs n'étant nécessairement pas un 
p-vecteur). 

Les produits extérieurs x, À . .. /\ x, satisfont aux mêmes for- 
mules que les produits extérieurs E! À ... /\ Er de covecteurs (qu'on 
pourrait appeler les « multicovecteurs»). En particulier 


(8) MA... x =xn®...® x; 

et 

(9) (KA... Axp)(Et, ..., EP) = Et (xçs) -. EP (xp)) = 

E1(x1) -.. EP (x) 


= Û (ui)... Pl(xr) = 


pour E, ..., £P quelconques. Cela étant, l'égalité 


X A... A xp = Ù 


a lieu si et seulement si x,, . .., x, sont linéairement dépendants. (Cf. 
leçon 8, prop. 7.) O 
On ferait bien de noter qu'on a pour nr vecteurs quelconques 


1 ñn 
Xi = Ti, +... +zien, 


l'égalité 
xl... 2? 

(10) Xi À. Axa = - - - - -|(e, À ... A ei). 
zl... à 
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En effet, s’il y a dépendance linéaire des x,, . .., x,, l'égalité est 
évidente (on a à droite et à gauche les 7-vecteurs nuls). Mais si 
X1» + + + Xh SOnt indépendants (et constituent donc une base de Ÿ), 
seules les notations distinguent (10) d’avec l’analogue « vectoriel» 
pour p = n de la formule (7). 

Lorsque r = 3, la formule (10) est identique aux notations près 
à la formule (3) de 1.43. Aussi on s'attend naturellement à ce que 
les p-vecteurs au sens de la définition 2 ne soient en fait autres que 
les p-vecteurs introduits dans [1.12 (i.e. les classes de familles équi- 
valentes de vecteurs), i.e. à ce que l'égalité 


XA-..AxX=ÿA... AY 


ait lieu si et seulement si les familles x,, . . ., x, et y1, . .., Yp Sont 
unimodulairement équivalentes (cf. 1.12, prop. ps . Il se trouve qu'il 
en est bien ainsi. S'agissant des familles liées, la propriété découle 
immédiatement des résultats ci-dessus, si bien qu'on se borne, sans 
nuire à la généralité, aux familles libres de vecteurs. 
Théorème 2. Etant données deux familles libres de vecteurs x1, . .. 
.. Xn € Vas + + + Yp, l'égalité 


X A... Axk=Y A... AY 


a lieu si et seulement si les familles sont unimodulairement équivalentes, 
ie. si 


Yi = Cixi + ... + CPXp; 


———— 
Yp= Cite. + CEXp, 
où 
cl... 
(12) test, 
ch... ce 


L’affirmation dans un sens découle immédiatement de la formule 
(10). En effet, si l’on a (11), alors les deux familles sont des bases 
d’un même sous-espace de dimension p. Aussi, on a par (10) 


(13) A... y = A A... /A x»), 


% 


A étant le déterminant (12). Il reste à observer que A = 1 par 
hypothèse. O 

L'affirmation dans l’autre sens est sensiblement plus difficile à 
démontrer. On fait quelques remarques préliminaires. 


+ + + 
Comme pour les fonctionnelles multilinéaires arbitraires, on 


définit pour les fonctionnelles antisymétriques les notions de rang 
et d’espace associé. On conçoit que s’agissant des fonctionnelles 


72 LECON 9 


antisymétriques, il est beaucoup plus naturel que ces notions utili- 
sent le produit extérieur au lieu du produit tensoriel. 

Soit À une fonctionnelle antisymétrique quelconque de degré p 
(on suppose, pour fixer les idées, que c’est une fonctionnelle de 
covecteurs). 

Définition 3. On dit que la fonctionnelle À s'exprime de façon 
extérieure au moyen des vecteurs x, . . ., x, Si elle est combinaison 
linéaire des produits extérieurs x;, À\ . .. /\ Xi où 1 ii, . -. 

-.. in Lr. Cf. définition 4 de la leçon 6. 

On appelle rang extérieur de la fonctionnelle antisymétrique À 
le nombre r tel que 

1) il existe une famille de r vecteurs dont À est combinaison exté- 
rieure ; 

2) si À s'exprime de manière extérieure par une famille de vec- 
teurs, la famille renferme au moins r éléments. 

Chose remarquable, ces définitions sont en fait superflues car 
la fonctionnelle antisymétrique À s'exprime de façon extérieure en 
fonction des vecteurs x, - - -, x, si et seulement si elle en est combinaison 
tensorielle (si bien que le rang extérieur de À est en fait identique à 
son rang). En effet, si 


A=alhe.-ipx; © ... © xi,, 
on obtient par application alternée 
(14) A=at-...irx; | ... /\x:. 
Inversement, si l’on a (14), alors 
A=aûi--.tirxr © ... @x:i,] 


selon (8). O 

Mais la notion de rang extérieur n’est pas inutile. On conçoit 
en effet que le rang extérieur d’une fonctionnelle antisymétrique non 
nulle est au moins égal à son degré (sinon les facteurs de chaque terme 
de (14) seraient non distincts deux à deux). On a donc de même pour 
le rang d’une fonctionnelle antisymétrique non nulle la 

Proposition 2. Le rang r d'une fonctionnelle antisymétrique À € 
€ AP (5°) non nulle est au moins égal à son degré: 


p<r. 0 


Dans la suite, nous utiliserons plus d’une fois ce résultat impor- 
tant. 
4 +  % 


La première application de la proposition 2 sera la caractérisa- 
tion des multivecteurs dans la classe de toutes les fonctionnelles anti- 
symétriques, à savoir la 
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Proposition 3. Une fonctionnelle antisymétrique À € AP (7°) est 
un multivecteur si et seulement si son rang r est égal à son degré: 
p=r. 


Démonstration. Si À = x, À ... A x», alors r < p de façon 
évidente. D'après la proposition 2, on a donc r = p. 
Inversement, soit r — p. La fonctionnelle À s'écrit 


A=aù-.-îrx; || ... /\x:,, 


Xy» + - - Xp étant une base de l’espace associé. On a montré plus 
d’une fois que À s’exprime dans ce cas par la formule 


A=alt:..Pl(x A... Axp), 
donc par 
A=ÿA... \yYyn 
où y1 = Alt-Plx,, Yo = Xo, . .., Yp = Xp. 


Conséquence. L'espace associé à un multivecteur x1 À ... x, = 
0 est l'enveloppe linéaire [x;, . .., x,] des vecteurs x, . .., x. 
+ + * 


Fort de ces résultats, on établit les conditions d'égalité de deux 
multivecteurs. 
Proposition 4. Etant donnés deux p-vecteurs non nuls 


X NA -.. A xp € MA... Ym 


quatre affirmations suivantes sont équivalentes: 
a) les p-vecteurs donnés sont proportionnels, i.e. il existe un 
nombre k = 0 tel que 


A. Ay»=k( A... A xp); 
b) les vecteurs x1, . . ., Xp et Y1, . - ., Yh Ont même enveloppe linéaire: 
[Ya . YpJ + [x . Xp]; 


c) les familles x,, . . ., Xp el Y1, . . ., Yh sont linéairement équiva- 
lentes, i.e. on a les égalités 


Ya=cix; +... +cPx,, 
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d) les espaces associés aux p-vecteurs x1 /\ . .. /\ x» et Y1 À -.: 
N\yh sont identiques. 
” Démonstration. Soit 


MA. Nyp = x A... À xp: 


Les fonctionnelles y, À ... | y, et kx1 À . . - À\ x) étant égales, 
Jeurs espaces associés coïncident. Aussi, la conséquence ci-dessus 
implique 


(ses ve TR, xs, ca R 
Mais il est clair que 
Hé, xs me lR; sc) 


si bien que la même conséquence entraîne l'égalité des espaces asso- 
ciés aux fonctionnelles kx; À x2 À . . . À x et x À... À x. 
Ainsi, a) = b) et a) —- d). 

L'équivalence de b) et c) est évidente (nous en avons parlé dans 
la leçon première). 

Si l’affirmation c) est vérifiée, alors les multivecteurs x, À ... 

. À Xp et y A --. /\ y» Sont reliés par (13), i.e. on a a). 

” La condition d) implique c) car l’espace associé à la fonctionnelle 
% À -.. A x, a pour base les vecteurs x1, . . .,;°Xp 

Par conséquent, il y a équivalence des conditions à), b),c)etd.)O 

Conséquence. On a, entre les classes de p-vecteurs non nuls pro- 
portionnels et les sous-espaces p-dimensionnels de l'espace F°, une cor- 
respondance bijective canonique qui associe à chaque sous-espace ® le 


produit extérieur x1 /\ - .- . /\ x, de vecteurs de sa base x;, . .., x» 
quelconque et à chaque p- vecteur X1 À - - - /\ xp le sous-espace [x;, . .. 
4 Xp 


La démonstration du théorème 2 ne présente maintenant aucune 
difficulté. Il est connu que si l’on a (11) et (12) à la fois, alors y, À ... 
. NyYÿp=X À -.. A xp. Inversement, si y; À ... À ÿ» 


= X A... A Xm alors on a (11) par suite de la proposition 4 et et, 
partant, l'égalité (13), où A = 1. O 
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Théorème de Cartan. — Relations de Plücker. — Coordonnées plücké- 
riennes des sous-espaces. — Plans dans l’espace affine. — Plans dans 
l’espace projectif et leurs coordonnées. 


La proposition 3 de la leçon précédente a fourni une condition 
nécessaire et suffisante pour qu'une fonctionnelle antisymétrique 
soit un multivecteur. Ce critère est peu efficace dans la pratique. Il 
en existo un autre, plus commode. On démontre au préalable le 
théorème d'Elie Cartan (relatif à la divisibilité d'une fonctionnelle 
antisymétrique par un multivecteur): 

Proposition 1. Soit x; /\ ... | x, == 0 et une fonctionnelle anti- 
symétrique À de degré p > r. Il existe une fonctionnelle antisymétrique 
B de degré p — r telle que 


A=B\x/A.../x. 
si et seulement si 
(1) A x=0,..., A A x, = 0. 
Démonstration. Si 4 =B A x, À... A x,, alors le produit 
extérieur 
Ax=BAxA...-A\x Ax 


contient pour tout s = 1, ..., r deux facteurs identiques x, et vaut 
donc (. 

Inversement, soit (1). Les vecteurs x,, . . ., x, étant linéairement 
indépendants par hypothèse sont complétés en une base 


Ey — Xys es Cr = Xrs Ertys 5 En 
de l’espace 7°. Soit 
(2) A=p! » Aû---ire; /\ sise Â\ei» 


1Li<...<ip&n 
la décomposition de À dans la base associée de l’espace À, (7°) (voir 
théorème 1, leçon 9). On a pour tout s = 1, ...,r 


AN\x;=p! > Aû---ire;, | ... /\ei,/\es. 


1<h<...<ipSn 
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Si s est égal à l’un des nombres i,, ...,i,, alors e;, À ... A e;, A e,— 
= (0. On se limite donc dans la somme pour À /\ x, aux termes 
dont tous les indices à, . .., ib ÆS: 


(2) Af\xs=pl DZ Are, A ... fe: /\e.. 
ee. Lip 
1 ° ip+s 
Mais on sait que si à, . . ., in = 5, tous les multivecteurs de la forme 


ei, A --. ei, fes 1<ü <<... Lip KR, 


sont linéairement indépendants. Aussi À À x, = O0 entraîne la 
nullité de tous les coefficients Aï:--ir de (3). 

On vient de démontrer qu'avec les conditions (1), seuls sont 
non nuls les coefficients At---ir de la décomposition (2) pour les- 
quels chaque i, < ...< i, est égal à un s — 1, ..., r et un seul, 
i.e. pour lesquels i, = 1, ..., i, = r. Aussi 


A=B/\ea/\.../\e,, 
où 


B L (—1y@-np! >» API; À Te /\eis- OC 


r<irp41<: . . <ip 


Proposition 2. Une fonctionnelle antisymétrique A € A? (7 ) est 
un mullivecteur si et seulement si 


A Ax=0 


pour tout vecteur x associé. 

Démonstration. Si À — x; À ... /\ x», alors x s'exprime liné- 
airement en fonction des vecteurs x}, . . ., X» (Car X1, . . ., X, engen- 
drent l'espace associé), donc 


ANx=xA...Ax \x=0. 


Inversement, si À À x = 0 pour tout x associé, alors À À x = 0 
pour tout x de l’espace associé. En particulier, on a 


A x = 0, .. A Nx, =0 


Si Xy, + - -, X, est une base de l’espace associé. Aux termes de la pro- 
position 1, il existe donc une fonctionnelle.B de degré p — r telle que 


A=BA\xA.../\x. 


La chose n’est certes possible que pour p > r. Puisqu’on a toujours 
p <r (leçon 9, prop. 2), cela démontre que p = r, i.e. que la fonc- 
tionnelle À est un multivecteur (leçon 9, prop. 3). O 


+ + *% 
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La propriété d’antisymétrie fait que tout vecteur associé à la 
fonctionnelle À est défini (en tant qu’élément de (7°")") par la formule 


x: Er À (E, B°, Pres PP), 


avec f*,..., BP certains covecteurs fixes, ct a donc pour coordonnées 
Ÿ__ Aij:...jpR2 
T'= As rft ... pr. 
C'est pourquoi les coordonnées (les coefficients) de la fonction- 
nelle À À x = Alt (4 © x) sont données par 


(A A x}: ip+i — Ali. ; iprip+) = Alü- ; ip Aip+:] ÉCR Jef? arr = 


Ces expressions sont nulles pour tous les f%, . .., Bi, si et seulement 
si 
Ali: ip Ait] Ps Jp — 0 


pour tous les ë,, ..., ip, Üp+ys Jes + + » fn (Si, par exemple, 
Alrip Aîp+1132-..50 £ 0, alors (A VAN x) {pl ps £ 0 pour Bi. == 
0 0 
— 6;2, Les B;, = 65). En raison de symétrie on désigne ip+1 par 
J1 et on aboutit à la 
Proposition 3. Une fonctionnelle antisymétrique À € A°(7") est 
un multivecteur si et seulement si ses coefficients vérifient lesrelations 
(4) Alü--.-ipAñ) is... .ip — () 


pour fous les ii, . .., ip, Ja» Jes + + +» Îpe Q 
Les égalités (4) sont connues sous le nom de relations de Plücker. 
Exemple. Les relations (4) s’écrivent pour p = 2 


Airis A] is — 0), 
1.e. 
Aûts Ajis D Airis Airis D Arts Aisis — Ait Ajtia — Arts Airis — Ati Airis — (). 


Etant donnée l'antisymétrie, le premier terme est égal au quatrième, 
le deuxième au cinquième et le troisième au sixième, si bien qu’on 
a par réduction des termes semblables et division par 2: 


(9) Aûir A: + Air Aîtis + Añi Aisis — (0. 


Si à — is, le premier terme est nul et les deux termes restants ne 
diffèrent que par le signe. Dans ce cas, les relations (5) sont vérifiées 
automatiquement (en vertu de l'antisymétrie). Le cas des indices 
Î1» dos Jar Je égaux deux à deux se traite de façon analogue. Seules les 
relations (5) à ë,, ie, j1, ja distincts sont donc non triviales. 

La chose est impossible pour n — 3, si bien que toutes les rela- 
tions de Plücker sont triviales pour n — 3 (et p — 2), ie. dans 
l'espace de dimension 3 toute fonctionnelle antisymétrique est un bivec- 
teur. C'est la raison pour laquelle nous avons réussi dans le Livre I 
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à transformer pour x — 3 l’ensemble de bivecteurs en un espace 
vectoriel. 
Quand x = 4, il existe une seule relation de Plücker non triviale, 
à Savoir 
A1°43 + ASA —- AA*2 — (. 


Aussi les bivecteurs ne forment pas pour nr — 4 un espace vectoriel 
(la somme de deux bivecteurs n'est en général pas un bivecteur). 

On montre de manière analogue pour tout #7 que toutes les rela- 
tions de Plücker sont triviales pour p = nr — 1, i.e. que toute fonc- 
tionnelle antisymétrique de degré n — À est un n — 1-vecteur. Les 
coefficients stricts Ain, 1<i<...<i,<r, de la 
fonctionnelle s’écrivent évidemment Ai--i--7, le signe ” particu- 
larisant l'indice à omettre. La notation commode est en l'occurrence 
(—1)B;. 

Remarque. Puisque les nombres PB; s’interprètent comme coor- 
données d’un covecteur, il y a une bijection entre les z — 1-vecteurs 
et les covecteurs (i.e. les 1-vecteurs). Il se trouve qu'une correspon- 
dance analogue relie pour tout p les p-vecteurs et les z — p-covecteurs. 
Cette correspondance dépend en général de la base e,, . . ., e,, mais 
cette dépendance est assez faible. Elle est notamment la même pour 
toutes les bases unimodulairement équivalentes, i.e. pour les bases 
définissant un même n-vecteur : 


E =e À -.. A e. 


Cette bijection associe à chaque nr — p-covecteur B = f! 
. 71 B"-P un p-vecteur À défini en tant que fonctionnelle anti- 
symétrique par la formule 


AE, ..., EP) Ep(Bl, ..., BMP, Et, ..., EP). 


Quel que soit le n7-vecteur £E,, elle est définie à un facteur de pro- 
portionnalité près, i.e. elle l’est comme correspondance entre les 
classes de p-vecteurs proportionnels et les classes de nr — p-covec- 
teurs proportionnels. Par identification de ces classes et des sous- 
espaces de 7° et 7°” (voir conséquence de la proposition 4, leçon 9) 
on établit une correspondance entre chaque sous-espace 8 € T° et 
son annulateur %:°. 

Nous montrerons en temps et lieu que dans l’espace euclidien 
on identifie les covecteurs et les vecteurs, donc les 7 — p-covecteurs 
et les nr — p-vecteurs. Il en résulte que dans l’espace euclidien orienté 
on définit une bijection entre les p-vecteurs et les n — p-vecteurs. 
Lorsque nr — 3 et p = 2, cette bijection coïncide avec la correspon- 
dance de la définition 4 de 1.15. 

Malheureusement, le temps nous manque pour entrer dans le 
détail de ce problème intéressant. + 
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On conçoit que les relations de Plücker sont triviales pour p = nr. 
D'ailleurs, cela résulte immédiatement du théorème 1 de la leçon 9 
(ou plutôt de sa variante vectorielle) qui veut que l'espace A" (7°} 
soit de dimension 1 et engendré par tout n-vecteur e, À ... À e, 
=£ 0. Aussi chaque fonctionnelle antisymétrique de degré nr est un. 
n-vecteur de la forme ae, À ... A e,. 

Ainsi, 

AM1(7) = AMI (7) et A"(7)= A" (7). 
On a, de plus, 
AU(TI=A(TI=K et AUT)= ANT). 


Le temps est venu d'appliquer les résultats obtenus à la géomé- 
trie de l’espace. 


+ *X + 


Définition 1. Un p-vecteur À non nul s'appelle p-vecteur directeur 
d'un sous-espace À € 7° p-dimensionnel si $ est le sous-espace 
associé à À. On dit également des vecteurs x € qu'ils sont parallèles 
au p-vecteur À et on note x || A. 

Etant donnée la conséquence de la proposition 4 de la leçon 9, 
chaque p-vecteur directeur est le produit extérieur x À ... À x, 
de vecteurs d’une base de #, si bien qu'il est bien défini, à un facteur 
de proportionnalité près, par # (et définit certes ® de façon unique). 

Définition 2. Les coordonnées Aü---p d’un p-vecteur directeur 
quelconque de À € Ÿ° de dimension p s'appellent les coordonnées 
plückériennes de . Elles sont définies (pour une base fixe de 7°) à 
un facteur de proportionnalité près, i.e. ce sont les coordonnées 
homogènes. 

Dans une base x,, . . ., x, quelconque de #, les coordonnées plücké- 
riennes de & sont représentées par les formules 


pAñ--.ip = xls EE zip) 


ou, ce qui revient au même, par 


i ip 
Z; e. ee Z, 
pAïñ- ip — e. + + + + ee ” 
LT ip 
T, . T; 


p étant un facteur de proportionnalité arbitraire. 
Un ensemble de nombres Aïÿ---ir est un ensemble de coordonnées 
plückériennes d’un sous-espace d° de dimension p si et seulement si 
1) Aûü--ir dépendent des indices de façon antisymétrique, i.e. 
toute permutation © € S, remplit l'égalité 


A'ott)---fo(p) = g Aîseecip: 
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2) quels que soient les indices ë,, . .., lp, f1s + + +» Jp» On à la 
relation de Plücker 


Alüe-.ipAñ]is...ip— (), 
I] s’agit d’une reformulation évidente des résultats connus. 


* *% + 


Soient # un espace affine de dimension n (voir 1.5) et 4 l’espace 
vectoriel attaché. On imite la définition de la droite et du plan 
(1.5 et [.6) et on introduit la 

Définition 3. Soient M, un point quelconque de # et À un p- 
vecteur non nul arbitraire de AP (7). On appelle le plan de dimen- 
sion p parallèle à À par M, l’ensemble de tous les points 


—— 
M € Æ tels que M,M || À. On dit du p-vecteur À qu'il est un p- 
vecteur directeur du plan. 

Si p = 1, le plan constitue une droite (voir I.5, déf. 7). C'est un 
hyperplan pour p = n — 1. 

Lorsque p = 0, les plans sont des points de l'espace 4. 

Si À = à À ... À\ a, et si l’on fixe dans # un point O, la 

— 


condition M,M || À équivaut à 


(6) X = Xo + l'a +... + fPa,, 


—> — 

avec xo — OM, et x — OM les rayons vecteurs des points M, et M 

respectivement et £!, ..., t” des nombres quelconques. L'égalité (6) 

constitue par définition l'équation paramétrique vectorielle du plan. 
Dans un repère affine Oe, . . . e, quelconque, l'équation (6) est 

équivalente à r équations numériques 


zi=zi+tla +... +tPai, 


LL, 
2 = 25 + tar +... +ilar 


appelées équations paramétriques (en coordonnées) du plan. On définit 
un plan en se donnant, au lieu d'un p-vecteur directeur À, le sous- 
espace # € 7° correspondant dont les éléments sont parallèles à À 
(i.e. S en est l’espace associé). On dit des vecteurs de $ qu’ils sont 
parallèles au plan considéré. 

L'égalité (6) signifie qu’un point M de rayon vecteur x est dans 
le plan si et seulement si x — x, € , i.e. si x appartient à la classe 
Xo + S de 7° suivant F, ce qui légitime la 

Définition 4. On dit qu’une partie @ de l’espace vectoriel 7° 
est une variété linéaire s'il existe un sous-espace $ € 7° (manifeste- 
ment unique) tel que ( soit une classe de 7° suivant #. La dimension 
.de & est par définition la dimension de la variété linéaire ({. 

+ 
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On dit donc que les plans de dimension p de l'espace affine 4 
sont exactement les parties de # qui deviennent par la bijection 


—> 
M = x= OM 


les variétés linéaires de dimension p de l’espace 7 ‘. Autrement dit, 
le choix du point O € # permet d'identifier les plans de l’espace 
affine # et les variétés linéaires de l’espace vectoriel 7”. 

Il est connu dès la leçon 4 qu'on définit les sous-espaces ? € 7” 
comme annulateurs des familles de covecteurs E!, ..., £"€3'", 
i.e. par les conditions 


E" (x) = 0, . ET (x) = 0. 


Il en résulte qu'un vecteur x € 7° appartient à la variété linéaire 
Xo + À si et seulement si 


(8) El (x) = 6!, - :., ET (x) = 07, 


où b! = El(x,), . .., D" = E" (x). Cela signifie que les égalités (8) 
caractérisent les rayons vecteurs x des points du plan correspondant 
de l’espace #. 

En coordonnées, ces égalités s'écrivent 


Brit... HE" bt, 
un 


EMpLR SL Sem 0 


ie. c'est un système d'équations linéaires non homogènes. 

Ainsi, on a le 

Théorème 1. Etant donné un système quelconque d'équations liné- 
aires (9), Les points de l'espace Æ# (resp. les vecteurs de l'espace JT ) qui 
satisfont en coordonnées x", . .., x" à (9), forment, quand ils existent, 
un plan (resp. une variété linéaire), tout plan (resp. toute variété liné- 
aire) pouvant être obtenu de cette façon. Q] 

Les équations (9) constituent donc les équations du plan (resp. 
de la variété linéaire). La dimension du plan est n — r, r étant le 
rang de la matrice des coefficients du système (9) (voir leçon 4, th. 2). 

Algébriquement, passer des équations (9) du plan aux équations 
paramétriques (7) c’est chercher la solution générale du système (9) 
(par le procédé décrit dans la leçon 2), et passer de (7) à (9) c'est 
écrire les équations dont la solution générale est de la forme (7). 

Les vecteurs a;, ..., a, étant linéairement indépendants par 
hypothèse, la matrice 


6—01311 
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de leurs coordonnées renferme un mineur non nul d'ordre p. Si l’on 
considère les égalités (7) correspondantes comme étant des équations 
en £#l, ..., tP, on exprime par Cramer les inconnues #!, . .., &P en 
fonction de zx!, ..., z". On substitue les valeurs obtenues dans 
n — p équations restantes et on trouve pour zx!, . . ., x? des équations 
de la forme (9) (avec m = n — p). 

Ainsi, on constate une équivalence parfaite entre la théorie 
« géométrique » des plans dans l’espace affine #7-dimensionnel et 
la théorie « algébrique » des systèmes d'équations linéaires non homo- 
gènes à z inconnues. Les deux théories disent la même chose, mais 
dans des langues différentes. Il faut savoir passer sans hésitation 
d’une langue à l’autre. 

Exemple. L'unicité de la solution du système d'équations (9) 
signifie que le plan associé est de dimension 0 et constitue un point 
de l’espace #. Le sous-espace & € 7° correspondant est réduit au 
vecteur 0. Par conséquent, le système d’équations homogènes 


Elzt+...+Ear=0, 
HO see 
Emri+ ... +Eman— 0 


ne possède que la solution triviale (nulle) (0, . . ., 0). Inversement, 
si le système (10) admet seulement la solution triviale, le sous-espace 
® défini par (10) n’a pas d’autre élément à part le vecteur 0. Aussi 
chaque classe x + 4 suivant S est formée du vecteur x seul et, par- 
tant, il y a unicité de la solution de (9). Ainsi, le système (9) (com- 
patible) d'équations linéaires non homogènes a une solution unique 
si et seulement si le système (10) d'équations linéaires homogènes ad- 
met la solution triviale et cette solution seulement. 

Géométriquement, si @ — 0, alors x, + P = xs pour tout 
x E 7 , et vice versa. 

De même, un vecteur x appartient par définition à la classe 
Xo + S si et seulement s’il s'écrit x, + a, a EP. Algébriquement, 
cela signifie que, primo, la somme d’une solution fixe du système 
(9) et d’une solution arbitraire de (10) est solution de (9) et, secundo, 
on obtient de sorte toute solution de (9). 

Diverses positions relatives des plans de l’espace 4 sont caracté- 
risées algébriquement, disons, par les conditions à imposer aux 
rangs de certaines matrices et leurs sous-matrices. La question est 
suffisamment fastidieuse et difficile pour que nous passions outre. 


*k * * 


L'existence de plans parallèles explique (ne fût-ce qu’en partie) 
le caractère encombrant de la théorie des plans de l’espace affine. 
Il est naturel que s'agissant de l’espace projectif, la théorie se sim- 
plifie légèrement (mais elle n’en reste pas moins ardue). 
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La définition générale d’un espace projectif de dimension n sur K 
quelconque a été donnée dans [.26. Selon cette définition, l’un des 
modèles de cet espace est l’ensemble de tous les sous-espaces de di- 
mension 1 de l’espace vectoriel K”+! de dimension r + 1. On peut 
certes prendre au lieu de K”+! tout espace vectoriel 7'+1 de di- 
mension x — 1, donc tout espace affine # —= #"+1 de dimension 
n + 1 muni de l’origine O. Dans le dernier cas, les points du modèle 
de l’espace projectif sont figurés par les droites de # passant par O, 
i.e. on retrouve le modèle « dans la gerbe» construit dans 1.25 pour 
n = 2. 

Pour fixer les idées, on considère le modèle P"+1(7") dont les 
points sont des sous-espaces unidimensionnels de l’espace vectoriel 
F de dimension nr + 1. 

Définition 5. On appelle plan de dimension r de l’espace projectif 
P"(7') l’ensemble de tous les points de R" (7°) qui sont des sous- 
espaces unidimensionnels d'un espace Z € 7° de dimension r + 1. 

Ainsi, chaque plan de dimension r est par définition un espace 
projectif P” (2) de dimension r. 

On dit par abus de langage (mais en gagnant en brièveté) que les 
plans de P"(7") sont des sous-espaces (de dimension supérieure 
d’une unité) de l’espace Ÿ°. Ainsi, nous avons par exemple identifié 
dans 1.25 les droites du modèle #, et les plans de l’espace affine 4 
qui passent par le point © (i.e. les sous-espaces de dimension 2 de 
l'espace vectoriel attaché). 

Dans 1.25, nous avons expliqué en détail pour rz = 2 que les 
coordonnées projectives 2 : xl: ...: x" des points de P? (7) sont défi- 
nies par la donnée d’une base quelconque e,, e;, . - ., e, de 7°. Ce 
sont, pour chaque point M de P" (7°), les coordonnées dans cette 
base d’un vecteur x € 7° quelconque qui engendre M en tant que sous- 
espace de dimension { de 7”. Autrement dit, æ : xl:...: x" sont les 
coordonnées plückériennes du sous-espace M de dimension 1. 

De façon plus générale, on définit (pour un système donné de 
coordonnées projectives) les coordonnées projectives d'un plan 
Pr (7) < P* (7°) arbitraire comme coordonnées plückériennes du 
sous-espace .#. Ainsi, ces coordonnées s'écrivent piofi-…ir avec à,, 
ls + + cod —= 0, 1,..., n, et sont assujetties aux conditions suivantes: 

1) toute permutation © € S,+, vérifie l'égalité 


p'a0)- e “io(r) Æ #1 e ip 


(on suppose que © opère sur les nombres 0, 1, . .., r); il en découle 
que les coordonnées pio---ir strictes sont au nombre de RE 
ce sont par exemple les coordonnées 


pr pour ip <<... y; 


6% 
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2) on a pour n'importe quels indices é,, ij, . . ., &,, Jos Jar + + + Îr 
la relation de Plücker 
(11) pleisceir joli... 0, 
On montre que les relations (11) indépendantes sont exactement 
(12) Nh = )-e+0 mnt 
r+1 


La démonstration directe exige une analyse combinatoire assez 
subtile. Au cours du semestre suivant, nous développerons la tech- 
nique de calcul générale de ces constantes qui fournit le nombre (12) 
de façon triviale. 

On peut se placer dans une géométrie dont les éléments de base 
(les « points») sont les plans r-dimensionnels de l’espace projectif 
de dimension » (ou, ce qui revient au même, les sous-espaces r + 1- 
dimensionnels de l’espace vectoriel de dimension n + 1). Analyti- 
quement, on y arrive par recours aux coordonnées pioit-ir, j.e. par 
identification des plans r-dimensionnels de l'espace projectif de 
dimension x et des points de coordonnées pioit-.ir, i, ii < ... 

n+ 1 
y] 1. 
r +1 
Soit, par exemple, r = x — 1 (hyperplan). On a déjà dit que 
les coordonnées strictes sont dans ce cas x + 1 coordonnées 


... <i,, de l’espace projectif de dimension V, où N — 


po..Hen=(_4jig, i=0,1,...,n. 


D'autre part, les hyperplans sont manifestement définis par une 
seule équation linéaire pour 2°: zx!:...:2". Cela étant, on vérifie 
sans peine (vérifier !) que les nombres gq,, q, . .- ., q4, sont justement 
les coefficients de cette équation. Dans 1.24 et 1.26, nous avons pris 
pour coordonnées des droites dans le plan (n == 2, r — 1) et des 
plans dans l’espace (nr = 3, r — 2) les coefficients des équations des 
droites et des plans. Ainsi, les coordonnées plückériennes pioü-in 
en sont une généralisation immédiate. 

Le fait que p'--in ne sont assujettis pour r — n — 1 à aucune 
relation de Plücker non triviale (11) signifie que lorsqu'on représente 
les hyperplans par les points de l’espace projectif de dimension 
FE — {, on épuise les objets de l'espace. Comme Es — 
— 1 = n,il y a équivalence de la géométrie des hyperplans et de la 
géométrie des points. En tout cas, la première n'est pas plus ardue 
que la seconde. 

Ïl en va autrement pour les droites dans l'espace de dimension 3 
(n — 3, r — 1). Les coordonnées strictes pi, 0 < is < ü K 3, 


| — 6, si bien qu'elles définissent (par suite 


sont au nombre de & 
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de l’homogénéité) un point de l’espace PS de dimension 5. Ces 
coordonnées vérifient de plus la relation 


pip# + plèp L poipsl — () 


(voir plus haut; les indices sont diminués d’une unité parce qu’ils 
prennent maintenant les valeurs de O0 à 3) qui détermine dans <P5 
une «hypersurface de degré 2». On voit donc que la géométrie des 
droites dans l’espace est équivalente à la géométrie des points d'une 
hypersurface « courbe» de l’espace de dimension 5. On ne s'étonne 
donc pas de ce que la première géométrie soit sensiblement plus com- 
pliquée que, disons, la géométrie des plans. C’est la raison pour 
laquelle nous l’avons en fait négligée pendant le premier semestre. 
On conçoit que le cas de n et r quelconques est encore plus ardu. 
La variété de plans de dimension r de l’espace de dimension n est 
représentée par les points de l'espace de dimension Pan } — 1 
qui appartiennent à l'intersection de V,,, hypersurfaces de degré 2. 
Cette intersection porte le nom de variété grassmannienne. Bien que 
la variété grassmannienne fasse depuis des années l’objet de recher- 
ches intenses, sa géométrie renferme pas mal de points obscurs. 
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Fonctionnelles bilinéaires symétriques et antisymétriques. — Matrice 

d’une fonctionnelle bilinéaire symétrique. — Rang d’une fonction- 

nelle bilinéaire. — Fonctionnelles et formes quadratiques. — Théorè- 
me de Lagrange. 


Par analogie avec les fonctionnelles antisymétriques, les fonc- 
tionnelles multilinéaires symétriques sont définies comme fonctionnel- 
les B de T, (7°) (ou de T? (7°)) telles que 


oB = B 


quelle que soit la permutation © € S,. La théorie correspondante 
s'avère très compliquée, si bien que le cas général de ces fonction- 
nelles n’est guère étudié. La seule exception est le cas p = 2 (fonc- 
tionnelles bilinéaires). Plaçons-nous donc dans ce cas et prenons, pour 
fixer les idées, les fonctionnelles de vecteurs (i.e. celles de T, (7°)). 
Le groupe S, étant à deux éléments (qui sont la permutation 
identique et la transposition (1 2)), une fonctionnelle bilinéaire B est 


B(x, y) = By, x); 
B(x, y)=—B(y, x) 


symétrique 


; entilsi 
FOR DO HERERRE 


quels que soient les vecteurs x, y € 7°. 

On sait que les fonctionnelles antisymétriques constituent {e 
sous-espace A: (7°) T:(7°). De même, l’ensemble S, (7°) des 
fonctionnelles bilinéaires symétriques est un sous-espace de T, (7°). 

Si le corps de base K est de caractéristique = 2, alors A: (7°) — 
— S, (7°). Dans le cas contraire, les sous-espaces A, (7°) et S: (7°) 
sont évidemment disjoints: 


A) NS:(7) = 0. 


Dans la suite de l'exposé, cette hypothèse sera admise tacitement. 

Proposition 1. L'espace T, (7°) est somme directe de A:(7°) et 
S;: (7°), i.e. toute fonctionnelle bilinéaire B se décompose de façon 
unique en somme d'une fonctionnelle symétrique Bsym et d'une fonc- 
tionnelle antisymétrique Ban: 


(1) B — Bsym + Banti- 
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Démonstration. L'unicité est garantie par l'hypothèse mention 
née. Pour prouver l'existence, il suffit de poser 


B+cB B—0B 
Bsym = u. 3 Banti = 2 9 


os étant la transposition (1 2). O 
On note que Ban n’est rien autre que Alt B. 


+ + 


On sait (voir leçon 5) que la fonctionnelle B est bien définie dans 


une base donnée e,, . .., e, de l’espace 7° par sa matrice 
/ b,, eee bin 

(2) SO ss." 
bn: ” Drn 


à éléments 
by =B(e,e;), i,j=1,...,n. 


La valeur B (x, y) prise par B sur x, y € Ÿ° quelconques est une 
forme bilinéaire à coefficients b;, de leurs coordonnées: 


B (x, y) il bisxiy?. 
Il en résulte de suite que la fonctionnelle B est symétrique si et seule- 
ment s'il en est de même de sa matrice, :i.e. si 
bis = bn 
pour tout i = 1,...,n et tout j = 1,. 

En effet, on a en particulier B (e;, e)) - = "8 (e,, e;), i.e. b;y = bjr, 
pour B symétrique. Inversement, si b;; = b;;, alors tout x et tout y 
vérifient l'égalité 

B (y, x) mn bsyz? . by x = biyx' y = B (x, y), 
d'où la symétrie de B. 


+ + + 


Comme pour toute fonctionnelle multilinéaire, on définit la 
notion du rang d’une fonctionnelle bilinéaire qui est égal au nombre 
minimal de covecteurs dont la fonctionnelle est combinaison ten- 
sorielle (voir leçon 7). S'agissant de B bilinéaire, on parle en outre du 
rang de sa matrice (2). Il serait bien tentant d'affirmer la coïncidence 
des deux notions. Il se trouve que cela n’a en général pas lieu. 

Exemple. Soit nr = 2 et B = e! @ e*. La matrice de la fonction- 


nelle s'écrit 
0 O0 | 
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si bien qu’elle est de rang 1. Quant à la fonctionnelle B, elle s'exprime 
de manière tensorielle au moyen de deux covecteurs au moins (ne 
serait-ce que parce que toute fonctionnelle bilinéaire de rang 1 est 
symétrique). 

Définition 1. Le rang de la matrice (2) constitue le rang matriciel 
de la fonctionnelle bilinéaire B. 

On sait dès la leçon 5 que, dans un changement de base, la matrice 
de B est multipliée à gauche et à droite par les matrices CT et C, 
avec C la matrice de passage. La multiplication par une matrice non 
dégénérée conserve le rang (leçon 2, prop. 2), ce qui montre le carac- 
tère intrinsèque de la définition 1. 

Proposition 2. Le rang matriciel rmnt d'une fonctionnelle bilinéaire 


B est au plus égal à son rang r: 
lmat < r. 
Démonstration. Soit E!, ..., £” une base de l’espace associé à B, 
auquel cas 


B = D b,jE! (5e ÿ, 


big» i, j = 1, ...,r, étant des nombres. Si l’on complète £!,...,E" 
de façon à former la base 

el— Et, ...,e —E", erti, ...,e" 
de l’espace #'’, dans la base correspondante e* ® eÿ, i,j — 1,...,n, 
de l’espace T, (7°), on a 


? 


B= Ÿ bije'@e 


1, 2—=1 


(voir leçon 5, prop. 3). Cela signifie que la matrice de la fonctionnelle 


par rapport à la base e,, ..., e, s'écrit: 
b,: by, 0 0 
sh ie > : | : 
(4 : 10 


Aussi son rang est au plus égal à r. O 
Le cas des fonctionnelles bilinéaires symétriques s'avère beaucoup 


plus simple. 
Proposition 3. Le rang matriciel d’une fonctionnelle bilinéaire 


symétrique B est identique au rang de B: 
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Démonstration. Etant donnée la symétrie, tout covecteur associé 
est de la forme 


(3) xr> B (x, a), 


a étant un vecteur quelconque. Tous ces covecteurs sont évidemment 
combinaisons linéaires des covecteurs 


(4) xr+ B (x, e;), CS, RE 7 


ce qui démontre que l’espace Z associé à B est engendré par les 
covecteurs (4). Par conséquent, le rang r = dim .# est égal au rang 
de la famille de covecteurs (4). Il est clair que ces covecteurs ont pour 
coordonnées (dans la base e’, . . ., e") les colonnes de la matrice (2). 
Donc r est égal au rang de (2). O 

La démonstration reste évidemment en vigueur pour les fonc- 
tionnelles bilinéaires antisymétriques, si bien que dans ce cas on a 
de même mat = 7. 

Dans les deux cas, les covecteurs (3) constituent manifestement 
un sous-espace. Par conséquent, les covecteurs associés ne font pas 
que engendrer l'espace associé à une fonctionnelle bilinéaire 
(anti) symétrique, ils en sont éléments. 

&k & *% 


Définition 2. Une fonctionnelle Q : x > Q (x) € K est dite quadra- 
tique s'il existe une fonctionnelle bilinéaire 2 telle que 


(5) Q (x) =B (x, x) 


pour tout vecteur x € 7. 
On utilise la formule (1). Vu que Bants (x, x) = 0, on estime sans 
restreindre la généralité que la fonctionnelle B de (5) est symétrique. 
On vérifie de suite que B est alors définie de façon unique par Q, 
i.e. la correspondance 


Br Q 


est une bijection entre l’espace vectoriel S, (7°) des fonctionnelles 

bilinéaires symétriques et l’ensemble de toutes les fonctionnelles 

quadratiques sur Ÿ° (K est toujours supposé de caractéristique # 2). 
En effet, si Q (x) = B (x, x) et si B est symétrique, alors 


Q(x+y)—Q(x)—Q (y) _ 
TRES = B (x, y) 


pour n'importe quels vecteurs x, y € 7. 

Il est donc en principe indifférent de prendre une fonctionnelle 
bilinéaire symétrique ou une fonctionnelle quadratique car tout ré- 
sultat relatif à la première peut être traduit en termes de la seconde, 
et vice versa. Nous préférons nous placer dans le cas de fonctionnelles 
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quadratiques en laissant la reformulation nécessaire au soin du 
lecteur. 

Afin de simplifier les notations, la fonctionnelle bilinéaire symé- 
trique associée à une fonctionnelle quadratique Q sera désignée par Q 
elle aussi. Son rang est par définition le rang de la fonctionnelle 
quadratique Q. 


Dans chaque base e,, . .., e, de l’espace 7°, la fonctionnelle 
quadratique @ est définie par sa matrice 
11 + -- Gin 
(6) +. . «© 
Gns --- nn 


à éléments 
Qi — Q (es, e;), li, j = 1, ..) D. 


La matrice (6) est carrée symétrique d'ordre n, et la correspondance 
« la fonctionnelle» ++ « sa matrice» 


est une bijection entre l’ensemble des fonctionnelles quadratiques 
sur Ÿ° et l’ensemble des matrices symétriques d'ordre x à éléments 
dans K. Cette correspondance dépend de la base car la matrice (6) 
représentant Q dans une autre base est multipliée à gauche et à droite 
par CTet C, avec C la matrice de passage. On fixe la base et on désigne 
la matrice (6) par Q. 


Le rang de (6) est égal à celui de la fonctionnelle Q (proposition 3). 
Tout vecteur x — z'e, de 7° vérifie l'égalité 
Q(x)= gir' ri = qu (21)? + quartz? +... + 2gunrtr" + 

+ Que (2°) +... 2Qont°22" + 


+ Qnn (z*)° 


ou, en notations matricielles, 
Q (x) = z'Qz, 


où l’on a une fois de plus 


Q étant la matrice (6). 

Définition 3. On dit qu’un polynôme Q (z', . .., x") en les indé- 
terminées zx!, ..., zx" est une forme quadratique s’il est homogène 
{i.e. si tous ses éléments sont de même degré) de degré 2. Cf. I.14. 
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Toute forme quadratique s'écrit 
Q(zt,..., 2) =qurn = 
= Qu (21)? + quart at +... + 2ginrtz" + 
+ qe (V4 2e + Don + 
+ Inn (z"}°, 
si bien qu'elle est définie de façon unique par la matrice 


is 12 + Jin 


Qni An2 - ++ nn 

dite associée à la forme. 

Ainsi, La valeur Q (x) d'une fonctionnelle quadratique quelconque Q 
sur un vecteur x € Ÿ° est donnée par la forme quadratique 

QX=Q(,..., r) 

des coordonnées zx, ..., zx" du vecteur x. 

Cela établit une bijection (dépendant de la base) entre les fonc- 
tionnelles quadratiques et les formes quadratiques. 

Définition 4. Deux formes quadratiques sont dites équivalentes 


si! elles représentent dans deux bases distinctes une même fonction- 
nelle quadratique. 


On dit également que deux formes quadratiques sont équivalentes 
si les matrices associées Q,, Q, vérifient l'égalité 


Q2 — CTQ.C, 


€ étant une matrice non dégénérée. 
Si l’on introduit les transformations linéaires homogènes 


yi=ciri+...+oecilx?, 
(7) ® . ee ee + ee ee ee ee © ee 
y=crri+...+oz" 


à matrices non dégénérées 


1 1 
Ci -.. C, 
ET Æ0, 
c? cn 
1 ou n 


on dit des formes Q, (x!, ..., x") et Q, (x!, . .., x") qu'elles sont 
équivalentes à condition qu’il existe une transformation (7) telle 
qu'on obtienne @, en notant y!, ..., y" les variables de Q, et en 
utilisant les expressions (7). 

*k *X + 
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Le produit scalaire introduit dans 1.13 est un cas particulier de 
fonctionnelle bilinéaire symétrique caractérisé par l'axiome de posi- 
tivité 15°. Si l’on fait abstraction de cet axiome, les espaces eucli- 
diens font place aux espaces 7” dans lesquels on définit une fonc- 
tionnelle bilinéaire symétrique (ou, ce qui revient au même, une 
fonctionnelle quadratique) Q. On les appelle d'ordinaire espaces 
pseudo-euclidiens (avec des fois la restriction K = R). 

Par analogie avec le cas euclidien, les vecteurs x, y € 7° seront 
dits orthogonauzx par rapport à Q (ou Q-orthogonaux) si 


Q (x, y) = 0. 


Une question se pose : est-ce qu'il existe, pour les espaces pseudo- 
euclidiens, un analogue du procédé d’orthonormalisation de Gram- 
Schmidt (voir 1.14)? Du moment que la notion de famille orthonor- 
mée ne se généralise pas à ces espaces (comment orthonormer par 
exemple un vecteur x = O0 pour lequel Q (x) = 0?), on se demande 
naturellement s'il est possible de transformer une base quelconque 
en une base e,, ..., e, Q-orthogonale, i.e. telle que 


Q(e:,e) =0 pour i£j. 


On a le 

Théorème 1 (Lagrange). Pour toute fonctionnelle quadratique Q 
sur Ÿ° il existe une base e,, . . ., e, de l'espace Ÿ° telle que 
(8) Q(e;, ey) = 0 pour ii. 


Démonstration. En plus de la démonstration du théorème, nous 
décrirons un algorithme pratique pour transformer une base quel- 
conque de 7° en une base ayant la propriété (8). 

Il s’agit de l'algorithme de Lagrange qui consiste à appliquer à 
tour de rôle trois transformations élémentaires dont l’une est fonda- 
mentale et les deux autres sont auxiliaires. 

Transformation de Lagrange fondamentale. On l’applique à la 
base e,, . .., e, Si 


Qu = Q (e;) < 0. 


Par cette transformation e,, ..., e, devient 
e; — €; 
e, = — el + 2, 
Eh /< 22  2  É 542554 à 
En = … ne ei + en 


telle que son premier vecteur est Q-orthogonal à tous les autres: 
Q (e,, ei) —0 pour i> 1. 
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En effet, 


Q (e;, ei) = Q (e1, — e+e:)= — ut qu= 0. 


Si g22 — Q (e2, e2) + 0, on fait subir aux vecteurs e2, ..., e, 
(plus précisément à la restriction de Q au sous-espace Lez, . . ., e,l) 
la même transformation et on obtient la base eï, e2, . . ., e,, avec 
€, e2 Q-orthogonaux l’un à l’autre et aux vecteurs restants, et 
ainsi de suite. 

Si le processus ne s'arrête pas jusqu'à la fin, i.e. si la transfor- 
mation fondamentale est réalisée à chaque pas (tant qu'on n'épuise 
pas la base ou qu’on n'aboutit pas à une fonctionnelle nulle), le 
théorème 1 se trouve démontré. Ce cas est dit régulier. 

Si la transformation fondamentale (9) devient impossible à 
une étape, on effectue des transformations auxiliaires fournissant 
une base susceptible de la transformation (9). 

Première transformation auxiliaire. On l'utilise si g, = 0 et s’il 
existe un indice à, tel que qgii, 0. Elle consiste à envoyer le i,-ième 
vecteur de base à la place 1: 


Ein is = € 
ee, SiiiÂ,io. 
Dans la nouvelle base, on a évidemment q,,  (. 

Seconde transformation auxiliaire. On y recourt si g;; = 0 pour 
tous les à = 1,...,n et si la fonctionnelle Q n'est pas nulle si bien 
qu'on trouve à et j, tels que gi,5, 0. Si par exemple g,, # 0 (ce qui 
ne restreint manifestement pas la généralité de l'exposé), la trans- 
formation se définit comme suit: 


e, — € + Co; 


e; — e Si Z> 22 
Dans ce cas 


An =Q(e;)=0Q (e; + e2, e +2) = qi F0, 
ce qui permet la transformation fondamentale. 

Le seul cas où aucune transformation mentionnée n’est possible 
est celui de tous les coefficients g;; = 0, i.e. Q = 0. Il est évident 
que toute base étant visiblement Q-orthogonale dans ce cas ne néces- 
site pas de transformation. 

Par conséquent, une succession déterminée des transformations 
décrites aboutit tôt ou tard à une base Q-orthogonale. 0 

Dans une base Q-orthogonale, la matrice de la forme Q est évi- 
demment diagonale, i.e. elle s'écrit 


Mu 0 


(10) , 
0 a, 
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donc 


Q (x) = M) +... + Mn (2) 


pour tout vecteur x. Aussi le théorème de Lagrange traduit en termes 
de formes quadratiques dit que toute forme quadratique Q (x}',...,x"} 
est équivalente à la forme 


(11) da GY +... + (2). 


On dit de (11) qu'elle est canonique. Ainsi, la transformation liné- 
aire non dégénérée (7) réduit toute forme quadratique Q (x, ..., x") 
à la forme canonique (11). 

La dernière affirmation qui porte également le nom de théorème 
de Lagrange, relève de l’algèbre seule, et elle ne laisse rien percer 
de son origine géométrique. On l’applique donc aux formes quadrati- 
ques intervenant dans tout problème (disons, en mécanique) qui est 
à priori étranger à la géométrie des fonctionnelles quadratiques. 

Dans la pratique, on rend Q (z', . .., x") canonique à l’aide de 
l'identité 


Qt... 2) = (quat+ Hg") + Q' (2, .., 2), 


où Q” ne renferme plus la variable x! (ce qu'il est immédiat de véri- 
fier). L'identité ci-dessus correspond à la transformation de Lagrange 
fondamentale. Dans le cas non régulier, on procède en outre à un 
nouveau numérotage des variables et on utilise les transformations 


Yi = HN — Zu 
Y = Sii> 2. 


Les coefficients de la forme (11) sont en partie (ou totalement} 
nuls. Il est clair que le nombre r de coefficients non nuls est égal 
au rang de la matrice (6) et, partant, à celui de la fonctionnelle Q. 
On permute, si besoin est, les éléments de base et on aboutit toujours 
à une forme dont les premiers coefficients À, . . ., À, sont distincts 
de 0. Comme on omet les termes à coefficients nuls, la forme cano- 
nique d’une forme quadratique de rang r s'écrit finalement 


MY +... +), à hÆ0, ..., 1, 0. 


LEÇON 12 


Théorème de Jacobi. — Formes quadratiques sur le corps des nombres 
complexes et le corps des nombres réels. — Loi d’inertie. — Fonction- 
nelles et formes quadratiques définies positives. 


On rappelle la définition d’une matrice triangulaire. Une matrice 
carrée est dite friangulaire (plus précisément triangulaire supérieure) 
si tous ses éléments au-dessous de la diagonale principale sont nuls. 
Son déterminant est évidemment le produit des éléments diagonaux. 
Aussi une matrice triangulaire est non dégénérée si et seulement si 
tous ses éléments diagonaux sont non nuls. On note l'intérêt particu- 
lier des matrices triangulaires ayant À pour éléments diagonaux. Nous 
les appellerons matrices unitriangulaires. 

On trouve par un calcul direct que le produit de deux matrices 
(uni)triangulaires est une matrice (uni)triangulaire, ainsi que l’in- 
verse d'une matrice (uni)triangulaire. 

La matrice de l’étape fondamentale de l'algorithme de Lagrange 
étant unitriangulaire 


1 —1 — in 
Gi11 nu Qui 

(0) 1 0 : 

Dir ne { 


le passage à la base Q-orthogonale est donc associé dans le cas régulier 
à une matrice unitriangulaire. 

Soient À une matrice carrée quelconque d'ordrenet1<k< n. 
On biffe z — k dernières lignes et r7 — k dernières colonnes de À, 
et on obtient une matrice carrée d’orde k. 

Définition 1. Cette matrice s'appelle matrice principale d'ordre k 
extraite de la matrice À, et son déterminant est le mineur principal 
d'ordre k de À. 

Soient Q et Q” les matrices de la fonctionnelle quadratique Q 
dans les bases respectives e,, . .., e, et e;, . .., eh, la matrice de 
passage C étant unitriangulaire. On a les affirmations évidentes: 

a) la matrice principale C, d'ordre k extraite de C est la matrice 
de passage de e,,...,e, àe;,..., e, du sous-espace , — le,,... 
.. …. CR — [e,...,e; ; 
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b) la restriction Q| Pr de la fonctionnelle Q au sous-espace F, 


est une fonctionnelle quadratique dont la matrice dans la base 
€, - - -, ex est la matrice principale Q, d'ordre k extraite de Q et celle 


de la base e:, ..., e, la matrice principale Q, d'ordre k extraite 
° Hd résulte 
Qn= CiQuCr 
pour tout À — 1, ..., n. En passant aux déterminants, on a donc, 
par suite de det Ci = det Cr =T 
(1) det Q; = det Q, 


quel que soit k — 1, ..., n. 
En particulier, 


pour tout k = Â, ..., n si 


À 0 
Q'— | 
0 Àn 
Ainsi, on dit en termes de formes quadratiques que si l’on est, 
pour une forme quadratique Q (x', ..., x"), dans le cas régulier, alors 
les coefficients 11, . . ., À, de sa forme canonique vérifient les relations 
(2) Disssu An =D, RSA 2 Sn, 
avec D, les mineurs principaux de la matrice de Q(x',...,zx"). Q 


On note que la transformation de Lagrange fondamentale donne 
chaque fois À = 0 (une première transformation aboutit par exemple 
à À = Qu 0). Dans le cas régulier, le processus s'arrête à un pas 
(disons, au r-ième pas) où on obtient à, = 0 (si bien que À,+1, . .. 

. «+» Ân = 0). Il en résulte, compte tenu de (2), que, primo, dans le 
cas régulier 


(3) D, #0,..., D, O0, 
r étant le rang de la forme (de la fonctionnelle) et, secundo, 
. _ Ds _ D, 
À, — D,, CT FE . , À, ü D, . 


Inversement, si l’on suppose que la matrice de la forme quadra- 
tique satisfait à (3), r étant son rang, alors on applique la trans- 
formation de Lagrange fondamentale (car qi — D, 0). D'après 
les formules (1), les mineurs principaux de Q” ainsi obtenue coïncident 
avec ceux de la matrice Q@, d’où la validité de (3) pour Q'. Mais D, 
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de Q” est évidemment égal au produit LATE (où Qi = Qiy = À), 
donc g.. — 0. Par conséquent, la restriction de Q à le:, . .., e;) est 
susceptible de la transformation de Lagrange fondamentale, et 
ainsi de suite. 

On a au bout de r pas une matrice de la forme 


À: 0 
(4) | : 9 
À 
() G 
où À Æ 0, ..., À, 5 0 et G est une matrice. Comme les matrices 


associées à une fonctionnelle dans des bases distinctes ont même rang 
r, la matrice (4) est de rang r, ce qui n’a évidemment lieu que si G 
a tous ses éléments nuls. 

Ainsi, la matrice (4) est celle d'une forme quadratique réduite. 
Elle a été construite par les seules transformations fondamentales de 
l'algorithme de Lagrange, si bien que la forme initiale correspond 
au cas régulier. 

On a donc démontré le 

Théorème 1 (Jacobi). Etant donnée une forme quadratique de rang r, 
on est dans le cas régulier si et seulement si r premiers mineurs prin- 
cipaux de sa matrice sont non nuls: 


| D, #0,..., D, 0. 
L'algorithme de Lagrange réduit cette forme à 


Di (x + LE (RP +... + 


Ce théorème rend souvent de grands services. 


* + + 


On simplifie la forme canonique 
(5) Mr) +... +2 (7) 


en fonction des propriétés arithmétiques du corps de base K. Le cas 
le plus simple est K — C. Le processus 


yi=Voazt, 
y = Vi, z 9 
y'+1 — z'+1 


1-01311 
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aboutit alors à 
(6) GY +... +(7) 
(on omet les accents des ordonné es): 

Ainsi, on a la 

Proposition 1. Toute forme quadratique sur © (i.e. à coefficients 
dans €) est ramenée par une transformation linéaire non dégénérée 
de variables (à coefficients dans €) à (6), où r est Le rang de la forme. DO 


Autrement dit, toute forme quadratique Q (x!,..., x") derangr 
sur € s'écrit 
a GY +... + g, (x), 
P1 (&), - - ., p- (x) étant des formes linéaires linéairement indépen- 


dantes en zx!, . TL. 

Conséquence (théorème de classification des formes quadratiques 
sur C). Deux formes quadratiques sur © sont équivalentes si et seule- 
ment si elles sont de même rang. O 

Si K — 2, on effectue les transformations 


yt=VlAalz!, 
y=VIA,]z, 
yr+i = gti, 


qui ramènent (5) (après une permutation complémentaire éventuelle 
des coordonnées) à 


(9) (+ + (ap — (ar) — (27) 


(on omet les accents des coordonnées), où r est le rang de la forme et p 
un nombre (tel que 0<p<r). 

Cela démontre la 

Proposition 2. l'oute forme quadratique sur R se ramène par une 
transformation linéaire non dégénéree de variables à la forme (1), r étant 
le rang de la forme et 0 p<r. O 


* + * 


La proposition 2 entraîne de suite une question: est-ce qu'on 
réduit une forme quadratique donnée à deux formes (7) avec p 
différents? La réponse est négative, à savoir on a la 

Proposition 3 (loi d'inertie des formes quadratiques). Si deux formes 


(8) (a+ + (a — (ar. — (27) 
et 
(9) (y) + + (y — ) — .. — (y)? 


sont équivalentes (sur R), alors p = q. 
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Démonstration. L’équivalence de (8) et (9) signifie qu'elles re- 
présentent dans deux bases distinctes e,, . . ., e, et f,, . .., f, une 
même fonctionnelle quadratique Q définie dans l’espace vectoriel 7° 
de dimension #. Soient % le sous-espace de 7’ engendré par les 
vecteurs e,, . ..,e, et @ le sous-espace de 7° engendré par f,+1, . . . 


e .9? n° 


= [e:,...,e], Gloss t,). 


Comme Q est représentée dans e,, . .., e, par la forme (8), tout vec- 
teur x E S non nul vérifie la relation 


Q@=()} +...+(æ) > 0. 
De même, on a pour tout yE & 
Q(s)= — (4... — KO. 
Aussi # NN G@ — 0 et on a donc 
dim $ + dim@<n 
(conséquence 2 du théorème 1, leçon 1), i.e. 
p+in—g<n, 
ce qui équivaut à 
P< g. 


L’inégalité g < p se démontre de façon analogue. Donc p = gqg. [ 

La proposition 3 justifie la 

Définition 2. Le nombre p de « carrés positifs» de la forme réduite 
(7) s'appelle l’indice d'inertie positif de la forme quadratique (de la 
fonctionnelle quadratique) donnée, et le nombre r — p de « carrés 
négatifs» en est l'indice d'inertie négatif. 

La proposition 3 entraîne de suite la 

Conséquence (théorème de classification des formes quadratiques 
sur ?). Deux formes quadratiques sur ? sont équivalentes si et seulement 
si elles ont même rang et mêmes indices d'inertie. 


* + + 


S'agissant d'espaces vectoriels sur R, on note l'intérêt tout 
particulier des fonctionnelles quadratiques Q telles que Q (x) > 0 
pour x 0. En effet, les fonctionnelles bilinéaires symétriques as- 
sociées sont exactement tous les produits scalaires sur 7° (voir 1.13, 
déf. 2). 

Définition 3. Une fonctionnelle quadratique @ sur un espace 
vectoriel réel 7° est dite définie positive si Q (x) > 0 pour tout vecteur 
x (0. 


7% 


100 LEÇON 12 


Üne forme quadratique Q (x', ..., x") est dite définie positive 
si elle représente dans une base une fonctionnelle définie positive, 
ie. siQ@(x!',.-.., x") => 0 pour (x, ..., x") == (0, . . ., 0). 

Une matrice Q est dite définie positive si elle est la matrice d'une 
fonctionnelle (d'une forme) quadratique définie positive, 1i.e. si 
elle est la matrice des coefficients métriques rapportée à une base 
de l’espace euclidien (voir 1.14). 

Proposition 4. Une fonctionnelle (une forme) quadratique est définie 
positive si et seulement si son rang et son indice d'inertie positif sont 
égaux à n: 

r =n, p =n. 


Démonstration. Si p = r — n, la fonctionnelle Q s'exprime dans 
une base par la forme 


(+... + (x), 


donc Q (x) = 0 si et seulement si x! = 0, ..., x" — 0, i.e. si et 
seulement si x = 0. 

Inversement, si ou bien p << n, ou bien r << n, la fonctionnelle Q 
est représentée dans une base e,, ..., e, par la forme 


Q'(z!,...,zn-t)+Le(x"}?, 


où Q'(xz!!l ..., x'"-1) est la forme quadratique des coordonnées 

..., 27 et e < 0. Dans ce cas, Q (e,) = e < 0 et, partant, Q@ 
n'est pas définie positive. O 

La proposition 4 joue à condition d'effectuer au préalable la 
réduction à la forme canonique, si bien que son intérêt pratique est 
en général nul. On note par contre l’importance certaine de l’affir- 
mation ci-dessous qui donne des conditions nécessaires et suffisantes 
de définie positivité d'une forme quadratique en fonction de sa 
matrice. 

Proposition 5 (critère de Sylvester). Une matrice Q est définie 
positive si et seulement si tous ses mineurs principaux 


ui Giz 13 
| >0. Qu 2 Gal > 0, ..., 
31 so 33 


ii Ja 
Q2a T2 


Qu > 0, 


Démonstration. Si tous les mineurs principaux de @ sont positifs 
(donc non nuls), le théorème 1 entraîne le cas régulier pour la forme 
quadratique de matrice @, et la forme se ju à 


Di (at) + 2 (a) + + (2e, 
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où D, >0,D;: > 0,..., D, > 0. Ainsi, p = r — n, si bien que la 
forme (donc la matrice) est définie positive. 

Inversement, si la forme de matrice Q est définie positive, elle 
se réduit à la somme de n carrés, i.e. à une forme de matrice unité £. 
Aussi Q s'écrit 

Q = CIC 
(cf. 1.14), avec C une matrice non dégénérée. Par conséquent, 
det Q = (det C} > 0, 


i.e. le déterminant d'une matrice définie positive est positif. 


D'autre part, on pose 2“*!,...,2" — 0 pour la forme quadratique 

Q (z',..., x") à n variables, il vient la forme quadratique 
Oits-ssT)=0(, a 2: 0.0) 

à k variables x!, . . ., x* pour laquelle on dit évidemment que 

a) si Q (xz', ..., x") est définie positive, il en est de même de 
Qu(z, -.., x); 

b) la matrice de Q; (x', ..., x“) est la matrice principale D, 
d'ordre Æ extraite de la matrice de Q (x',..., x"). 


Conformément à la remarque ci-dessus, une matrice définie posi- 
tive a donc tous ses mineurs principaux D,,k = 1,...,n, positifs. DO 

La proposition 5 répond en particulier à la question posée dans 
1.14: quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une 
matrice carrée soit la matrice des coefficients rapportée à une base 
de l’espace euclidien ? 
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Hypersurfaces du second degré dans l’espace projectif 7-dimension- 

nel. — Hypersurfaces du second degré dans l’espace projectif complexe 

et réel-complexe. — Hypersuriaces du second degré dans l’espace 

affine 7-dimensionnel. — Hypersurfaces du second degré dans l’espace 
affine complexe et réel-complexe. 


Voyons ce que deviennent les résultats des leçons précédentes 
en ce qui concerne les formes quadratiques si l’on étudie les hyper- 
surfaces du second degré dans l’espace projectif de dimension n. 

Définition 1 (cf. I.25, déf. 2). On appelle hypersurface du second 
degré de l’espace projectif de dimension n (sur K quelconque de 
caractéristique = 2) l’ensemble des points dont les coordonnées pro- 


jectives m:2:...:2, vérifient l'équation 

Q (Zo: Ti) ee. © 4 te) _— (0) 
Q (Zos T1: - - + Th) étant une forme quadratique des coordonnées 
Los Tir + - +» Tn- (Les indices inférieurs sont en l'occurrence plus 


commodes.) 

Le théorème de Lagrange entraîne de suite le 

Théorème 1 (réduction des équations des hypersurfaces du second 
degré de l'espace projectif #-dimensionnel sur < quelconque à la 
forme canonique). Pour toute hypersurface du second degré de l'espace 
projectif de dimension n sur — de caractéristique =£ 2, il existe un 


système de coordonnées projectives x): xz1:-..:2, tel que l'équation 
de l'hypersurface dans ce système s'écrive 
(1) hots + it +... + Az: =0, 


où O0LrL<nthÆ0,...,r. 0. Q 

Sir — n, on dit de (1) que c'est une hypersurface ovale du second 
degré. 

On associe évidemment à tout plan I, de dimension À — 1 de 
l'espace projectif et à tout point :/ 6 II, de l’espace un seul plan 
MIl, de dimension k qui contient A et Il.. 

Définition 2. Une hypersurface de l’espace projectif de dimension 
n (sur “ quelconque) s'appelle un cylindre multiple d'ordre k (ou un 
cône multiple d'ordre k car ces deux notions coïncident dans l’espace 
projectif) s’il existe un plan Il, de dimension À — 1 (appelé plan 
méridien du cylindre) tel qu'étant donné un point quelconque W, 
AT & T1,, de l’hypersurface, elle contienne le plan ÀfTI, tout entier. 
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Chaque plan II de dimension n — k disjoint de Il, coupe le 
cylindre suivant une hypersurface de IT qui est par définition la 
base du cylindre. On dit également du cylindre concerné que c’est 
un cylindre sur sa base. Il est évident que chaque cylindre est ré- 
union de tous les plans k-dimensionnels de la forme Af11,, avec 
un point quelconque de la base. En ce sens, la géométrie du cylindre 
se réduit à celle de sa base. 

Fort de ces résultats, on considère l’hypersurface (1) pour r € n. 
Soit IT un plan de dimension r défini par nr — r équations x,+, — 
— 0,...,zx, — 0. Dans ce plan, les nombres x,, x, ..., x, sont les 
coordonnées projectives, et en ces coordonnées l'équation (1) déter- 
mine une hypersurface ovale du second degré. Soit, de plus, IT, un 
plan : dimension nr — r — 1 défini par r + 1 équations x, = 0, 
D =V, ..., TZ, = L. 

Le fait Le toutes les fois que l’hypersurface (1) contient un point 
ea À elle contient tous les points (x : x!’ :... 
ri 24: +2 Tn)s AVEC Trips + + + 2 des nombres arbitraires, 
signifie évidemment que (1) esf un cylindre multiple d'ordre n —r 
de plan méridien I1,. La base du cylindre est l’hypersurface définie 
dans Il par l'équation (1). 

Ainsi, on a le 

Théorème 2 (classification des hypersurfaces du second degré de 
l'espace projectif de dimension x sur < quelconque). Chaque hyper- 
surface du second degré de l'espace projectif de dimension n sur K de 
caractéristique == 2 est soit une hypersurface ovale, soit un cylindre 
multiple d'ordre k, 1< k < n, sur une hypersurface ovale de l’espace 
projectif de dimension n — k. O 

L'espace projectif de dimension 1 est une droite, et toute « hyper- 
surface» ovale de cet espace est un couple de points non confondus 
(ou un ensemble vide). Aussi le cylindre multiple d'ordre nr — 1 
correspondant est un couple d’hyperplans distincts. 

La situation se complique avec À — n. L'espace projectif de 
dimension 0 est un point, et toute hypersurface ovale de cet espace 
est un ensemble vide. D'autre part, l'équation x = 0 définit dans 
l'espace projectif de dimension r (nr > 0) l’hyperplan « double» 
zo = 0. On dit donc, pour unifier la terminologie, que le cylindre 
multiple d'ordre r sur l’ensemble vide est un hyperplan de l’espace 
n-dimensionnel et que dans l’espace projectif de dimension 0 l’hyper- 
surface ovale est l’ensemble vide « pris deux fois ». 

Il y a intérêt à introduire la notion de cylindre multiple d'ordre 0 
sur une hypersurface donnée, qu'on considère comme étant cette 
hypersurface. Dans ce cas, toute hypersurface du second degré de 
l'espace projectif de dimension »# est un cylindre multiple d'ordre 
k, OL k< n, sur une hypersurface ovale de l’espace de dimension 
n — k. 

%X *%k %* 
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Si K — €, tous les coefficients A, . .., À, de l'équation (1) 
sont supposés être égaux à 1, si bien qu'il existe pour toutr,0<r< 
< n, une hypersurface (1) unique. Le rang étant invariant, les hyper- 
surfaces associées à r différents ne sont pas projectivement équivalen- 
tes. On vient de démontrer le 

Théorème 3 (classification des hypersurfaces du second degré de 
l'espace projectif de dimension z sur ©). Dans l’espace projectif 
complexe de dimension n il existe n — 1 hypersurfaces du second degré 
qui ne sont pas projectivement équivalentes. Ce sont une hypersurface 
ovale et, pour tout r, 0O<r<n—'1, un cylindre multiple d'ordre 
n — r sur une hypersurface ovale de l'espace r-dimensionnel. ©] 

On a établi dans Î que s'agissant de * -- R, la situation géo- 
métrique n'est pas adéquate à la situation algébrique, si bien qu'on 
introduit les espaces réels-complexes (i.e. on se place dans le cas 
(5, 2); cf. 1.20). 

Rien ne change du point de vue algébrique: toutes les transfor- 
mations de coordonnées restent des transformations sur À, et toutes 
les équations ont leurs coefficients réels. 

Nous dirons d'une hypersurface du second degré du (€, ?)- 
espace projectif (ou affine; voir plus loin) qu'elle est s-planaire 
(s > —1) si elle ne contient pas de plan de dimension s + 1, tandis 
qu'il passe par tout point réel de l’hypersurface au moins un plan 
(réel) de dimension s qu elle contient tout entier. Dans l’espace de 
dimension 3 par exemple, l’hyperboloïde à deux nappes est 0-planaire 
et l'hyperboloïde à une nappe est 1-planaire. Une hypersurface est 
1-planaire si et seulement si elle est dépourvue de points réels. 

Dans le cas (€, R), l'équation (1) se ramène à 


(2) LH... Hri—thy—...—2=0, 0Kr<n, 


et on estime sans restreindre la généralité en multipliant par —1 que 


—1<p<[ = |-1, 


: 


avec ES la partie entière du nombre San si [5] — m, alors 


r — 2m our =2m—1). 


Sir = n, l'hypersurface du second degré (2) est dite non dégénérée. 
On montre (le soin en est laissé au lecteur) que l’hypersurface (2) 
non dégénérée est p-planaire. Ainsi, elle n’a pas en particulier de 
point réel pour p — —1. On l’appelle kypersurface ovale imaginaire 
du second degré. Si p = 0, l'hypersurface (2) non dégénérée est dite 
hypersurface ovale réelle du second degré. Dans le cas p > 1etr = n, 
on dit sans façon que (2) est une kypersurface p-planaire non dégénérée 
du second degré. 
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Comme la propriété d'être p-planaïire est évidemment projective- 
ment invariante, toutes les hypersurfaces (2) non dégénérées ne sont 
pas projectivement équivalentes. 

Quand r << n, l'hypersurface (2) est un cylindre multiple d'ordre 
n — r sur une hypersurface non dégénérée définie par (2) de l’espace 
de dimension r. Aussi la non-équivalence projective est propre à 
toutes les hypersurfaces (2). 

Cela démontre le 

Théorème 4 (classification des hypersurfaces du second degré 
de l’espace projectif réel-complexe de dimension n#). Dans l’espace 
projectif réel-complexe de dimension n (n > 0), il existe seulement 


n+17 , re > > + 
[ = | — 1 hypersurfaces non dégénérées projectivement non équiva- 


lentes du second degré qui ne sont pas des cylindres. Ce sont deux hyper- 
surfaces ovales (réelle et imaginaire) et une hypersurface p-planaire par 


chaque p —1,..., ES — 1 pour n > 2. 


Les hypersurfaces du second degré restantes sont des cylindres mul- 
tiples d'ordre k, 1< k < nr, sur des hypersurfaces non dégénérées de 
l’espace de dimension n — À ou des hyperplans doubles (pour k — n). Q 

Des théorèmes analogues ont certes lieu dans l'espace affine 
complété déduit de l’espace projectif en choisissant un hyperplan en 
tant qu'hyperplan impropre. Dans cet espace, les hypersurfaces se 
distinguent de plus par leur position par rapport à l’hyperplan im- 
propre. Les cylindres-cônes sont par exemple rangés en deux classes, 
la classe de cylindres dont le plan méridien II, est tout entier dans 
l'hyperplan impropre et la classe de cylindres multiples d'ordre 
inférieur d'une unité sur les cônes dont II, possède des points propres 
(si IT, est point propre, on a tout simplement des cônes). Aussi la 
classification des hypersurfaces du second degré de l’espace affine 
complété complexe a beau être triviale, elle est assez lourde. 

L'espace affine complété privé d'hyperplan impropre devient. 
l’espace affine. La classification des hypersurfaces du second degré 
de l’espace affine complexe dérive donc de celle des hypersurfaces 
du complété projectif, et les classes ainsi obtenues sont moins nom- 
breuses. Notre souci de la clarté géométrique nous pousse néanmoins 
à l’établir de façon directe. 


+ +4 € 


Soient {4 un espace affine de dimension n (sur *X quelconque de 
caractéristique =£ 2) et 7 l’espace vectoriel associé. 

Définition 3. On appelle hypersurface du second degré de 4 une 
partie de 4 formée de points dont les coordonnées affines x,, . .., z, 
vérifient l'équation 

F (tn ._. Th) — 0, 
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F (x,..., z,) étant un polynôme de degré 2 en 2, . .., x,. Cf. I.18, 
déf. 2. 

On introduit le vecteur x = me, +...-—z,e, (i.e. le rayon 
vecteur du point M (2, . . ., x,)) et on met l'équation F (x,,...,7,) — 
— 0 sous forme « vectorielle » 


(3) À (x) + 2a (x) + ao = 0, 


avec À une fonctionnelle quadratique: 


A (x) = dijtiTys 


14: 


-« une fonctionnelle linéaire 
ñn 


a (x) = à dioTi 
1= 


et ay, un nombre. (Avec les conventions du premier semestre. on 
devrait écrire rz + 1 au lieu de l'indice O0, mais des considérations 
d'ordre technique nous obligent de changer de notations.) 

On envoie l’origine © en un point O”, ce qui donne pour chaque 


point M € le nouveau rayon vecteur x’ — O'AI lié à x — OM 
par la relation 


xX= x" +x, 


OÙ Xp — 00. L’équation (3) est donc remplacée par 
A (x° + x0) + 2e (x' + x5) + 00 = 0, 
i.e. par 
A" (x) + 2° (x) + 05 = 0 
on omet l’accent de x’), où 
À" = À, 
(4) a = %p+a. 
ap = À (xo) + 2 (X6) + Goo 


(le symbole «, désigne le covecteur associé x — À (x, Xo))- 
Définition 4. Un point de rayon vecteur x, = ze, — ... 
. + zYen S'appelle centre de l’hypersurface (3) si 


& +a= 0, 


(5) > az +a;p=0, i=1i,...,n. 
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Les dernières relations forment un système de n équations à nr 
inconnues 7”, ..., æn . Si le Système admet une solution unique, 
i.e. s’il existe un seul centre, l’hypersurface (3) est dite à centre. 


Le système (5) a pour déterminant 


(6) he | 


Zn! CCE) Ann 


déterminant de la matrice de la fonctionnelle À, si bien que le systè- 
me admet pour Ô = 0 par la règle de Cramer une solution unique. 
Siô — 0, lerang r de la matrice de (5) est inférieur à n, ce qui entraîne 
{par Kronecker-Capelli), ou bien l’incompatibilité (absence de 
centres), ce qui a lieu quand la matrice 


io Œi! CCE] Œin 
e Mes ) 
no ny + Ann 
est de rang r -- 1, ou bien la propriété, pour (5), de définir dans .# 
un plan (plan des centres) de dimension n — r, ce qui a lieu pour le 
rang r de la matrice (7). 
Ainsi, l'hypersurface (3) est une hypersurface à centre si et seulement 
si o Æ (. 
Si l’hypersurface (3) a au moins un centre, on obtient par identi- 
fication de l’origine et du centre 


A (x) + oo — 0. 


Cela étant, on ne restreint en rien la généralitési l'on divise l'équation 
Par &oo doo Æ 0. On choisit de plus (par Lagrange) une base du repère 
telle qu'on ait 


(8) A (x) = Aix + ... + ArTr 


où à, Æ 0,...,À, = 0. Ainsi, él existe pour une hypersurface du second 
degré ayant un centre un système des coordonnées affines x, . . ., zh 
en lesquelles elle a pour équation 


Mtzi+...+i,rire, 


où A ZÆO,..., À, ÆOete = 0, 1. O 

Si r — n, l'hypersurface est à centre, et elle est pour r << n un 
cylindre multiple d'ordre r — r sur une hypersurface à centre de 
l'espace de dimension r. 

On suppose maintenant que l'hypersurface (3) n a pas de centre 
{on note que cela n'est possible que pour nr >> 1). Cela signifie que 
le covecteur & du dual 7°” n’est pas de la forme —@,, i.e. il n'est 
pas associé à la fonctionnelle bilinéaire À et n'appartient donc pas 
à l'espace associé #. 
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On ramène la fonctionnelle quadratique À à la forme (8), i.e. on 
trouve dans l’espace .7? associé à la fonctionnelle bilinéaire À attachée 
une base el, . .., e” telle que 


A = le! Qel —...—LAe @e. 


(On obtient la base e,, . .., e, de 7° dans laquelle la fonctionnelle 
quadratique À est représentée par la formule (8), en complétant 
el,...,e" en la base e},...,e7 de 7°” et en passant à la base duale.} 
Etant donné & 6 .#, on choisit évidemment e!, . . .,e" telle qu’on 
vérifie l'égalité e"*! = —"«, i.e. telle que & (x) = —zx,:, pour tout 
vecteur xE 7”. | 
Dans cette base, l'équation (3) s'écrit pour tout point origine O: 


(9) Mt +... HA — 22,43 + ao = 0. 


Si l'on transfère l’origine © en le point de coordonnées 


(0:52500,28::0:::50), 
OR 
r fois 

on obtient manifestement (voir dernière formule (4)) une équation 
de la forme (9), où ayo = (. 

On a donc démontré le 

Théorème 5 (réduction des équations des hypersurfaces du second 
degré de l’espace affine de dimension x sur quelconque à la forme 
canonique). Pour toute hypersurface du second degré de l’espace affine 
de dimension n sur %* de caractéristique =£ 2, il existe un système de 
coordonnées affines en lesquelles son équation est, ou bien 


(I) Mri+...HAri=E, 
où 1<r<net e — 0 ou 1, ou bien 
(IT) Mari +... +xr = 22;4 


(pour n >> 1 seulement), où 1<r << n — 1, dans les deux cas à = 
RE 

Sir =net € — 1, l'hypersurface (1) s'appelle une hypersurface 
ovale du second degré. Sir = net e = 0, c'est un cône du second degré 
qui est un cône sur une hypersurface ovale de l'espace de dimension 
n — 1. Quand r << n, (1) constitue un cylindre multiple d'ordre 
n — r dont la base est, ou bien une hypersurface ovale (cas £ = 1), 
ou bien un cône du second degré (cas € = 0) de l’espace de dimen- 
sion r. 

L'hypersurface (II) s'appelle pour r — nr — 1 un paraboloide. 
Si r<n— 1, c’est un cylindre multiple d'ordre n — r — 1 sur 
un paraboloïde de l'espace de dimension r + 1. 

Ainsi, on a le 
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Théorème 6 (classification des hy persurfaces du second degré 
de l’espace affine de dimension #2 sur “ quelconque). Chaque hyper- 
surface du second degré de l'espace affine de dimension n sur *X de 
caractéristique =£ 2 est 

a) ou bien une hypersurface ovale, 

b) ou bien un cône, 

c) ou bien un paraboloïde (pour n > 1), 

d) ou bien un cylindre multiple d'ordre k, 1<k< n — 1, sur 
une hypersurface a), b) ou c) de l'espace affine de dimension n — k. 

Cela étant, deux hypersurfaces de types différents ne sont pas affine- 
ment équivalentes. 

La dernière affirmation découle des résultats suivants: 

1) les hypersurfaces b) possèdent un sommet (i.e. un point tel 
que la droite contenant ce point et un point quelconque de l'hyper- 
surface soit tout entière sur l'hypersurface) et les hypersurfaces a) 
en sont dépourvues; 

2) les hypersurfaces a) et b) possèdent un centre de symétrie 
et les hypersurfaces c) n'en ont pas; 

3) les hypersurfaces d) sont des cylindres, ce qui n’est pas vrai 
de a), b) et c). O 


* *X + 


Lorsque K = €, les classes a), b) et c) renferment chacune, à 
l’équivalence affine près, une seule hypersurface du second degré, 
si bien qu'on a le 

Théorème 7 (classification des hypersurfaces du second degré 
de l’espace affine de dimension z sur :.). Dans l'espace affine de 
dimension n sur ©, il existe pour n = 1 deux hypersurfaces du second 
degré qui ne sont pas affinement équivalentes. Ce sont une hypersurface 
ovale formée de deux points non confondus et un cône du second degré 
réduit à deux points confondus. Sin >1, il en existe trois qui 
ne sont pas des cylindres: une hypersurface ovale, un cône du second 
degré et un paraboloïde, les hypersurfaces restantes étant des cylindres 
multiples d'ordre k, 1 << k < nr — 1, sur trois (ou deux si k — n — 1) 
hypersurfaces mentionnées de l'espace affine de dimension n — k. [ 

SiK =8R (cas (C, R)), l'équation (I) se ramène à 


(1) LH... Lrs—Liyy—... — rie, 
où e = —1, Oouiet 1<r< An, et l'équation (II) à 
) 2 tab abus, 


avec 1<r<n—1,et le fait de multiplier par —1 (et de changer 
le signe de la coordonnées Tr+1) permet d'estimer sans restreindre la 


généralité ” 0Lp< <> — dans les deux cas (et que de plus € £ —1 


pour p == , donc pour x pair dans le cas (1”)}). : 
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Quand r = n, l'hypersurface (1’) est par définition une hkyper- 
surface non dégénérée du second degré. Si £ = O et p = O0, une hyper- 
surface non dégénérée est un ellipsoïde qui est imaginaire ou réel 
selon que e >> 0 ou e << 0. Ce sont pour 7 = 2 une ellipse imaginaire 
et une ellipse réelle respectivement. Lorsque r = 1, on a les couples 
de points imaginaires ou réels. 

Une hypersurface non dégénérée du second degré est pour & = D 
un cône du second degré. Un cône du second degré contient pour p = 0 
un point réel unique, ce qui légitime son nom de cône imaginaire du 
second degré. 

Une hypersurface non dégénérée du second degré constitue pour 


eZÆ0, 1<p <> un e-hyperboloïde. 


Lorsque n = 2, il existe un seul hyperboloïde (une hyperbole) 
et deux cônes représentés par les couples de droites sécantes ima- 
ginaires et réelles. Le cas z — 1 ne correspond à aucun hyperboloïde, 
mais on Compte un cône réduit à deux points confondus. 

Comme dans l’espace projectif, une hypersurface du second 
degré de l’espace affine réel-complexe est dite s-planaire s’il passe 
par tout point réel de l’hypersurface au moins un plan de dimension s 
qu'elle contient tout entier, tandis que tout plan de dimension 
s + 1 lui est extérieur. 

On montre (le lecteur est prié de le faire) que tout e-hyperboloïde 
est s-planaire, avec s = p — 1 pour € = 1 et s = p pour e = —1, 
et que chaque cône du second degré est p-planaire. 

Dans le cas r << r, les hypersurfaces ([”) sont des cylindres 
multiples d'ordre nr — r sur des hypersurfaces non dégénérées de 
l'espace de dimension r. 

Sir = n — 1, l’hypersurface (I[’) s'appelle un paraboloïde qui 
est elliptique pour p = 0 (si rz — 2, on a une parabole) et hkyperbo- 


lique pour 1 < p <>. On montre (le faire!) que tout paraboloïde 


est p-planaire. 

Si r<<n — 1, l’hypersurface (11) constitue un cylindre mul- 
tiple d'ordre nr — r — 1 sur un paraboloïde de l'espace r-dimen- 
sionnel. 

On démontre comme pour K = € que les ellipsoïdes, les hyper- 
boloïdes, les cônes, les paraboloïdes et les cylindres ne sont pas 
affinement équivalents. S’agissant des paraboloïdes, cela tient à ce 
qu'ils sont p-planaires pour p différents. L’explication est la même 
en ce qui concerne les cônes et les e-hyperboloïdes à € identique. 
Il est évident que l’ellipsoïde réel et l’ellipsoïde imaginaire ne sont 
pas affinement équivalents entre eux ni aux &e-hyperboloïdes, à l’ex- 
ception peut-être du 1-hyperboloïde pour p = 1 (i.e. du 1-hyper- 
boloïde 0-planaire). Or les plans de dimension 2 coupent ce dernier 
entre autres suivant des hyperboles, ce qui n’a pas lieu pour l’ellip- 
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soide. Aussi il y a non-équivalence affine de l’ellipsoïde et du 1-hy- 
perboloïde O-planaire. Les plans qui coupent le 1-hyperboloïde 
s-planaire (associé à la valeur p = s + 1) suivant l’ellipsoide imagi- 
naire (i.e. qui ne le rencontrent pas dans le domaine réel) sont pour 
s > 1 de dimension au plus égale à nr — s — 1 = nr — p (démon- 
trer !), tandis que s'agissant du —1-hyperboloïde s-planaire (pour 
lequel p = s), elle est s — p (démontrer !). L'égalité p =nr—p 


étant impossible (car le cas e — —1 est pour nr — 2p exclu par 
hypothèse), les +1-hyperboloïdes s-planaires ne sont pas affinement 
équivalents. 


Cela démontre le 

Théorème 8 (classification des hypersurfaces du second degré 
de l'espace affine réel-complexe de dimension 7). Dans l'espace 
affine réel-complexe de dimension n, les seules hypersurfaces du second 
degré ayant la propriété de ne pas être affinement équivalentes qui 
ne sont pas des cylindres sont 

a) deux ellipsoïdes (réel et imaginaire): 

b) un 1-hyperboloïde s-planaire pour tout s = 0, 1, ..., [+ | — 
= | : 

c) un —1-hyperboloïide s-planaire pour tout s—1,..., m, 


n . F n — 
avec m = = — 1 si n est pair et m = 


5 dans le cas contraire; 
d) un cône du second degré p-planaire pour tout p = 0, 1, ... 
ie [+] (c'est un cône imaginaire pour p = 0); 


e) un paraboloïde p-planaire pour tout p =0, ..., [+ | (si 


p = 0, on a un paraboloide elliptique, et si p = 1, ..., [+ |, ce 


2 
sont des paraboloides hyperboliques). 
Les hypersurfaces du second degré restantes sont des cylindres mul- 
tiples d'ordre k, 1< k< n — 1, sur les hypersurfaces énumérées de 
l'espace affine de dimension n — k. O 
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Algèbre des opérateurs linéaires. — Opérateurs et fonctionnelles bi- 
linéaires mixtes. — Opérateurs linéaires et matrices. — Opérateurs 
inversibles. — Opérateur adjoint. — Alternative de Fredholm. — 
Sous-espaces invariants et opérateurs induits. 


Revenons à la théorie des espaces vectoriels et plaçons-nous dans 
le cas de fonctionnelles bilinéaires mixtes B: x, ë— B (x, Ë), 
x€7',£€7" (dont l'étude est à peine entamée dans la leçon 5). 
Il se trouve que les fonctionnelles mixtes sont étroitement liées 
à des homomorphismes (voir leçon 3, déf. 5) tels que #° = 7:. 

Définition 1. Les homomorphismes de 7° dans 7° s'appellent 
les opérateurs linéaires sur 7. 

Ainsi, l'application 


(1) A:7 —7 
est un opérateur linéaire si 
A (x + y) = Ax + Ay 
et 
A (4x) = ÆAx 
quels que soient les vecteurs x, y € 7° et le nombre 4 € K. 
La somme À -- B de deux opérateurs linéaires A et B et le pro- 


duit kA d’un opérateur linéaire À par un nombre k € *X sont définis 
de façon usuelle par les formules 


(A + B) x = Ax + Bx, 
(A) x = k (Ax) 


-et constituent évidemment des opérateurs linéaires. Il est immé- 
diat de vérifier que l'ensemble Op (7°) de tous les opérateurs linéaires 
sur Ÿ° est un espace vectoriel pour ces opérations. 

L'élément nul de cet espace est l'opérateur O s'exerçant par la 
formule 


O (x) = 0. 


On définit de mème l'opération de multiplication de deux opéra- 
teurs À, B — AB. Comme c'est l’usage pour les applications, on 
prend pour produit AB la composée A < B des opérateurs A et B. 
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Ainsi, 
(AB) x = A (Bx) 


pour tout vecteur x € 7’. L'opérateur AB est évidemment linéaire. 
On montre par un calcul banal l’associativité de la multiplica- 
tion d'opérateurs: 
(AB) C = A (BC) 


(si bien qu’on omet les parenthèses dans le produit d'opérateurs en 
nombre quelconque) et sa distributivité par rapport à l'addition: 


i.e. l’ensemble Op (7°) est un anneau. 
Cet anneau a un élément unité qui est l'opérateur identique 
E: 7° — 7 laissant invariant chaque vecteur x € 7°: 


Ex = x. 


En général, AB = BA, d’où la non-commutativité de l'anneau 
Op (7°) (pour nr > 1). 

ÏJ1 y a entre le produit de deux opérateurs et le produit d’un opé- 
rateur par un nombre k E *X la relation 


(2) (kA) B = A (4B) = k (AB) 


démontrée par un calcul trivial. 

Les anneaux qui sont des espaces vectoriels et remplissent les 
égalités (2) sont dits des algèbres. Fort des résultats ci-dessus, on 
peut dire de l’ensemble Op (7') qu’il constitue une algèbre. O 

La relation (2) entraîne en particulier 


(kE) À = A (kE) 
pour tout opérateur A. Ainsi, les opérateurs de la forme 4E appelés 
opérateurs scalaires permutent avec tous les opérateurs. 

Il se trouve que cette propriété caractérise les opérateurs scalai- 
res, i.e. tout opérateur permutable avec chaque opérateur de Op(7°) 
est scalaire (le montrer !). On dit donc que l’algèbre Op (7°) est 
non commutative au plus haut degré (permis par la structure al- 
gébrique). 


+ + + 
Chaque opérateur A définit par la formule 
À (x, £) = E (Ax) 
une fonctionnelle bilinéaire mixte 4 € T: (7°). Inversement, étant 
donnée une fonctionnelle bilinéaire mixte À quelconque, la corres- 
pondance entre un vecteur x € 7° arbitraire et le covecteur associé 
Ax:Er À (x, Ë) 
8—01311 
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de l’espace 7°” (i.e. un vecteur de 7° par identification (7°) = 7°} 
est un opérateur linéaire À € Op (7°). Les applications A -—- À et 
A > À étant évidemment réciproques l’une de l’autre sont bijecti- 
ves. Elles transforment manifestement toute somme en une somme 
et tout produit par un nombÿe en un produit par le même nombre, 
si bien que ce sont des isomorphismes. Ainsi, les espaces vectoriels 
Op (7°) et T: (7°) sont canoniquement isomorphes. O 

Nous identifierons de règle un opérateur et la fonctionnelle bili- 
néaire correspondante. 


+ OX * 


Soit, dans l’espace 7”, une base e,, . .., e,, auquel cas on a pour 
tout vecteur x = z'e, +... + z'e, 


(3) Ax = zla, + ...+zx'a,, 


où a, — Àe,, ..., a, — Ae,. Inversement, la formule (3) définit 
de façon unique pour toute famille de vecteurs a,, . .., a, un opé- 
rateur linéaire A tel que a, = Ae,, . .., a, — Ae,. On dit qu'avec 
une base e,, . .., e, fixe, on a une correspondance bijective entre les 
opérateurs À € Op (7°) et les familles de n vecteurs a, . .., a,.0 

Il correspond à chaque famille une matrice carrée dont les colonnes 
ont pour éléments les coordonnées des vecteurs a,, ..., a, (dans 
la même base e,, ..., e,): 


a)... 4 
(4) a= are ] 
ds 200, 


Puisqu’on établit de sorte une correspondance bijective entre les 
matrices et les familles a,, . .., a,, il en est de même des opéra- 
teurs et des matrices carrées d'ordre nr. On vérifie automatiquement 
qu’il s’agit d’un isomorphisme (car dans cette transformation toute 
somme devient une somme et tout produit par un nombre change 
en un produit par le même nombre). 

Cela démontre la 

Proposition 1. Le choix d'une base e;, . . ., e, de l’espace vectoriel 
Ÿ de dimension n sur K établit un isomorphisme entre l'algèbre des 
opérateurs Op (7°) et l'algèbre des matrices carrées d'ordre n sur K. [] 

Cela étant, à un opérateur A correspond par cet isomorphisme 
une matrice À à colonnes formées de coordonnées des vecteurs 
Ae;, ..., Ae, dans la base e,, . .., ©. 

Définition 2. La matrice À s'appelle la matrice de l'opérateur 
À dans la base e,, ..., e,. 

Comme a? — e? (Ae;), la matrice À est également la matrice de 
la fonctionnelle bilinéaire mixte A. Il en résulte (voir leçon 5) 


que la matrice A’ — (a) de l'opérateur A dans toute autre base 
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er, - - -, eh Se définit par 
(5) A' = CAC, 
C = (ci) étant la matrice de passage. 
D'ailleurs, la formule 6) est fournie par un calcul direct élé- 
mentaire: comme e;: — = cire ete; =cle;, on a ae; — Ae; — 


— cl Ae,= chale, = chalc'e;, ce qui équivaut à (5). On n’a en fait 
que répéter les calculs de la leçon ». 

On passe aux notations matricielles en introduisant les vecteurs 
lignes 


e—(e,;,...,€n); e’—(e1:,...,€n), 
Ae = (Ae,,...,Ae,), Ae’=(Ae:,...,Ae::), 
auquel cas (cf. 1.10, formule (14)) 
e’ — eC, e — e’C=! 
et 
Ae — e4, Ae’ — e’A’. 
D'autre part, la propriété « l'opérateur A est linéaire » entraîne 
Ae’ = À (eC) = (Ae) C. 
Donc, 
e’A’ = Ae’ = (4e) C = eAC = eC”'AC, 
et, partant, 4° — C"1AC. OO 


+ & + 


On dit qu'un opérateur A est non dégénéré si det À = 0 (il est 
dégénéré dans le cas contraire). Le caractère correct de la définition 
découle de suite de la formule (5). 

Les opérateurs inversibles sont d’un intérêt capital. Ce sont les 
opérateurs qui admettent un opérateur inverse A”! tel que 

AATI = ATIA = E. 


Un opérateur A est dit inversible à gauche ou inversible à droite selon 
qu'il existe un opérateur B tel que 


BA = E 
ou un opérateur C tel que 
AC = E. 


Certains éléments inversibles des anneaux (ou des algèbres} 
arbitraires le sont soit à droite, soit à gauche, tandis qu’un opérateur 
linéaire est inversible s’il l’est au moins d’un côté. Cette propriété 
des opérateurs linéaires est étroitement liée au fait (qui est vraiment 


g* 
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curieux) qu’un opérateur linéaire est bijectif dès qu'il est injectif 
ou surjectif. (On observe à ce propos que si un opérateur inversible 
est évidemment bijectif, la propriété d’inversibilité de tout opérateur 
linéaire bijectif, i.e. la linéarité de l'opérateur inverse, ne tombe pas 
sous le sens.) 

Proposition 2. Etant donné un opérateur linéaire A : 7° — %° quel- 
conque, on a les affirmations équivalentes : 

19 À est inversible à gauche. 

20 A est injectif, i.e. Ker A = 0. 

39 A est inversible à droite. 

4 A est surjectif, i.e. Im A = 7. 

5° A est inversible. 

6° A est bijectif. 

70 A est non dégénéré. 

8° Quelle que soit la base e,, . . ., e, de l’espace 7°, les vecteurs 
Aer, - --, Ae, constituent une base. 

Démonstration. L'’équivalence de 7° et 8° résulte de suite du 
théorème du rang d’une matrice. Quant aux autres affirmations, on 


procède selon le diagramme 


« 


L=> 7° 
4 
SL 
D ee 


59 = 10. Si A-! est l'inverse de A, alors A"'A = E. 

19 = 20, Si BA = Eet Ax = 0, alorsx — Ex — BAx — B0 = 0. 

20 = 8°. S'il y a dépendance linéaire des vecteurs Ae,, ... 
..., Ae,,i.e. si ke +... + k,Ae, = 0, où (k1, ..., k) 
= (0, ..., 0), le vecteur e — ke, +...+k.e, 0 vérifie 
l'égalité 4e — 0. Si Ker A = 0, les vecteurs Ae,, . .., Ae, sont 
donc linéairement indépendants et forment une base. 

5° = 3°. Si Al est l’inverse de A, alors AA”! = E. 

3° = 4. Si AC — E, alors Ay = x pour tout vecteur x E7, 
avec y = Cx. 

49 = 8. S'il existe pour tout x € 7° un vecteur y € 7” tel que 
Ay = x, alors x = y'Ae, + ... + y"Ae,, i.e. la famille de r 
vecteurs Ae,, . .., Ae, est génératrice et constitue donc une base. 

8 = 5. Dans la base e; — Ae,, ..., en — Ae,, la famille 
b, —e,, ..., b, —e, définit un opérateur B pour lequel Be, — 
= b,, ..., Be, — b,, donc (BA)e, = e,, ..., (BA)e, = e,, i-e. 
BA = E. On a également pour B: (AB)e, = e;, ..., (AB) e: = en 
et, partant, AB = E. Par conséquent, A est inversible (et B — A”1).[ 

L’équation vectorielle 

Ax = Db 
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est représentée en coordonnées par un système de x équations linéai- 
res à nr inconnues. L'’équivalence de 2° et 4° signifie donc en termes 
d'équations qu'un système de n équations linéaires non homogènes 
à n inconnues est compatible pour les termes libres quelconques si et seule- 
ment si le système linéaire homogène associé n'admet pas d'autre solu- 
tion à part la solution triviale. 

Des exemples simples montrent l'impossibilité de généraliser 
de suite ce beau résultat aux systèmes de nr équations à m inconnues, 
nm. On n’y arrive qu'après avoir reformulé l'affirmation. 


*X * * 


Soit AE Op(7"). On associe à un covecteur 8€ 7°” quelcon- 
que une fonctionnelle A’E sur Ÿ° si l’on pose 
(6) (AE (® = E(AX, x€7. 
On vérifie automatiquement que 

a) la fonctionnelle A'E est linéaire, i.e. c’est un covecteur de 7°"; 

b) l'application intervenue A’: 9°’ —+ 7°" est linéaire, i.e. A” est 
un opérateur linéaire. 

Définition 3. L'opérateur A’ est dit adjoint de A. 

Si l’on introduit le couplage naturel (x, E) — E (x) de 7° et 7” 
(voir leçon 4), alors la formule (6) définissant A” s'écrit 

(x; A'E) . (Ax, &). 


La formule étant symétrique entraîne de suite que l'application 

A + À’ de l’espace Op (7°) dans l’espace Op (7°) est involutive, ï.e. 
A” = A. 
J1 en découle en particulier le caractère bijectif de A A’.Ilya 
plus. Il est clair que 
(A + B)’ = A’ + B’ et (kA)’ = kA”. 

Cela signifie que l'application A > A’ est un isomorphisme de 
l'espace vectoriel Op (7°) sur l’espace vectoriel Op (7). D 

Ainsi, Op (7°) et Op (7°) sont reliés par un isomorphisme cano- 
nique contrairement aux espaces 7° et 7°”! 


L'application A > A’ n’est pas un isomorphisme pour la multi- 
plication car elle change l’ordre des facteurs: 


(AB)’ = B’A’. 
En effet, (x, (AB)” E) — (ABx, E) — (Bx, A'’E) — (x, B'A'E). Un 
isomorphisme linéaire d’algèbres muni de cette propriété s'appelle 
d'ordinaire un anti-isomorphisme. 
La formule a? — e (Ae;) pour les éléments de la matrice de 


A dans la base e,, ..., e, signifie que 
ai = (Ae;, e?), 
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si bien qu'on a pour les éléments a; de la matrice de A’ dans la base 
duale el, ..., e”: 
aÿ 7 (ei; A'’e) — (Ae:, e?), 


donc a! = a, i.e. Aë — aje*. Cela ne veut pas dire que les opéra- 


teurs A et A’ ont même matrice. En effet, les colonnes de la matrice 
d'un opérateur sont par définition les coordonnées des vecteurs 


résultant de l’action de l'opérateur sur les vecteurs de base. S'agis- 
sant de À, cela signifie (en vertu de Ae; = ae) que la colonne ài de 


sa matrice est formée de nombres ai, . .., af. Quant à, l'opérateur 
A', la formule A'e’ — ae’ équivaut à dire que la colonne j de la 
matrice de A” a pour éléments les nombres a7, ..., ai, i.e. les 


nombres qui constituent la ligne j de la matrice de A. Ainsi, la 
matrice de À” rapportée à la base duale e!, . .., e" est la transposée 
AT de la matrice À de A dans la base e,, ..., e,. 
Proposition 3. 
Ker A’ = (Im A}, Im A” = (Ker A)°, 
Ker A = (Im A‘), Im À = (Ker A”). 


Démonstration. Dire que Ë € Ker A’ c'est dire que tout vecteur 
x € 7° satisfait à l'égalité (A'E) (x) = 0, i.e. à E (Ax) = 0 caracté- 
risant les covecteurs de (Im A)°. Par conséquent, Ker A” = (Im A). 
On remplace À par A’, ce qui donne Ker A = (Im A'’}°. On passe 
aux annulateurs (et on utilise la proposition 5 de la leçon 4), il vient 
(Ker A’)° = Im A et (Ker A)° = Im A’. C 


k & #% 


En particulier, Im À = Ÿ° si et seulement si Ker A” = 0. En 
passant aux coordonnées, ce résultat s’énonce (pour m = nr) comme 
suit: le système d'équations linéaires non homogènes 


(1) ee + + 


est compatible pour tous les b,, . .., b si et seulement si le système 
d'équations homogènes 


1 1 
Gitit... +amtm=0, 


SE 


n n 
Gityt... + AmTm —=0 


de matrice transposée n'a pas d'autre solution que la solution triviale.Q 
Cette affirmation connue sous le nom d'’alternative de Fredholm 
est juste (on le constate sans peine) pour n'importe quels m et n. 
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En effet, le système (8) n’admet pas d'autre solution que la solution 
triviale si et seulement si la matrice de ses coefficients est de rang 
m(r = m). D'autre part, le théorème de Kronecker-Capelli établit 
que le système (7) est compatible sous la condition nécessaire et suf- 
fisante que le rang r de la matrice des coefficients soit conservé 
par adjonction de la colonne b des seconds membres, ce qui a évidem- 
ment pour toute colonne b si et seulement si r — m. 

Afin d’énoncer l'alternative de Fredholm en termes d'opérateurs 
pour m = n, on généralise la notion d’opérateur adjoint à un homo- 
morphisme ®:% —%#" quelconque, où #°  Ÿ°. La généralisation 
s'effectue sans difficulté au prix de modifications mineures. Cela 
étant, l’analogue de la proposition 3 reste en vigueur, ce qui fournit 
l'alternative de Fredholm sous forme générale. 


*X *# * 


Définition 4. Un sous-espace S de l’espace 7° est dit invariant 
par un opérateur A: 7° — 7" si 
Ax € & pour tout vecteur x € &#. 


On définit l'opérateur 
A |? € Op ($) 
agissant par la formule 
(A]») x = Ax, xE, 


le vecteur Ax étant considéré comme élément de #. 
L'opérateur A] + s'appelle la restriction de l'opérateur A au sous- 


espace invariant P. On dit également que A|+ est induit par A. 

Comme dim & << dim", l'opérateur Alæ se prète mieux 
à l'étude que A. Par ailleurs, l'examen de A| £ apporte beaucoup de 
renseignements sur À. 

La situation est particulièrement favorable avec (s'il existe) 
un deuxième sous-espace invariant @ supplémentaire de #, i.e. avec 
T° qui est somme directe 7° = # ® & de sous-espaces invariants 
S et G. Dans ce cas A est bien reconstitué à partir de A| pet Ala-. 
En effet, on a évidemment pour tout vecteur z = x + y de Ÿ”, où 


xE#, yEG, 
Az = (A| >) x + (Al@) y. 

Le fait que A se réduit à ses restrictions A | » et A |@ est mis en 
évidence par l'examen de la matrice À = (a) de A dans une base 
€, - --, en de 7° telle que SP = [e:, ..., e,] et À —[ep+as - - « 
.-.., €nl. En effet, 

a; =0 si 1<Si<p et p+i<ji<n 
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parce que Ae, = ae; ES pour 1<i< p. De même, 
a1=0 si p+1<i<n et 1<j<p 


du moment que Ae; EG pour p+1<i< n. Cela signifie que 
la matrice À rapportée à la base e,, . .., e, a la forme bloc-diagonale 


9 À A 0 

( ) Fr 0 A; ? 

avec À, la matrice de A | + dans e;, ..., e, et A, la matrice de 
A l@ rapportée à la base e,+1, . .., en. 

On dit des fois d’une matrice de la forme (9) qu’elle est détomposée 
en somme directe des matrices À, et A, (ce qui se note À = A, ® 42). 
Ainsi, chaque décomposition de 7’ en somme directe de sous-espaces 
invariants définit la décomposition de la matrice d'un opérateur 
en somme directe des opérateurs induits. 

Si le sous-espace invariant S n’admet pas de supplémentaire 
invariant (@ (ou si on ne sait rien sur (), on met la matrice À (en 
prenant la base e,, ..., e, de sorte que $ = {e,, ..., e,]) sous 
forme bloc-triangulaire 

A; .C 
9 


(10) a=(° . 


A1 étant la matrice de l'opérateur A |æ. 
L'invariance de P par A entraîne de suite que la formule 


B(x + P) = Ax + æ 


définit bien sur l’espace quotient 7°/# un opérateur (manifestement 
linéaire) 
B:7/P — TI 


dont on dit également qu'il est induit par A. 

Si la base e,, ..., e, de l’espace Ÿ° est choisie de façon que 
= [e,, . .., eL], alors les classes e,4, + @, ..., e, + ® de F7 
suivant constituent évidemment une base de l’espace quotient 
F'IS, et la matrice de l’opérateur B dans cette base est la matrice 
B de (10). 


LEÇON 15 


Valeurs propres. — Racines caractéristiques. — Opérateurs diago- 

nalisables. — Opérateurs à spectre simple. — Existence d’une base 

dans laquelle la matrice d’un opérateur est triangulaire. — Opéra- 
teurs nilpotents. 


Les sous-espaces invariants les plus simples sont des sous-espaces 
de dimension 1. 

Définition 1. Un vecteur x 0 s'appelle vecteur propre d’un 
opérateur À s’il engendre un sous-espace invariant de dimension 1. 

La condition nécessaire et suffisante en est évidemment l’existence- 
d'un nombre À € K tel que 


(1) Ax = Àx. 


On appelle valeur propre d'un opérateur A tout nombre À E K tel 
qu’il existe un vecteur x = 0 vérifiant (1) (et qui est donc un vecteur 
propre de A). On dit aussi que x est un vecteur propre associé à la 
valeur propre À. 

Il y a intérêt à considérer le vecteur nul (qui n’est pas par défi- 
nition un vecteur propre) comme relatif à chaque valeur propre. 
Dans ce cas, l’ensemble S, de tous les vecteurs x € 7° correspondant 
à une valeur propre À quelconque constitue évidemment un sous- 
espace appelé sous-espace propre associé à la valeur propre À. La di- 
mension p, = dim , du sous-espace propre s'appelle la multipli- 
cité géométrique de la valeur propre À. Par définition, ona1<p;,< nr. 

Le sous-espace invariant [x] de dimension 1 engendré par tout 
vecteur propre x = 0 associé à une valeur propre À est tout entier 
dans &,. Inversement, chaque sous-espace de dimension 1 de , 
est invariant, si bien que l'espace Ÿ, est en particulier somme directe 
de sous-espaces invariants unidimensionnels. Il suffit, pour obtenir 
cette décomposition, de choisir dans &, une base arbitraire. 

Géométriquement, $, est le plus grand sous-espace invariant 
sur lequel l'opérateur A (plus précisément, sa restriction Al #,) 


est un opérateur scalaire ÀE. On dit également que $, est le noyau 
de l'opérateur À — ÀE: 


# = Ker (A — ÀE). 
En effet, l'égalité (A — ÀE) x = 0 est exactement l'égalité (1).0 


+ *X * 
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Ainsi, un nombre À € K est valeur propre de A si et seulement 
si l'opérateur A — ÀE a son noyau non nul, i.e. s’il est non inversible 
(dégénéré) ; voir leçon 14, prop. 2. Autrement dit, À est valeur propre 
si et seulement si 


det (4 — ÀE) = 0, 


A étant la matrice del l'opérateur A rapportée à une base e;,, ... 
- +, €n quelconque. 
Le déterminant 


FES a 


det (A—AE£) — _.....  - : 
aï . an — À 


est, on le voit aisément, un polynôme de degré x en À. Ce polynôme 
Æst indépendant de la base e,, . .., e,. En effet, la matrice de l’opé- 
rateur À dans toute autre base s'écrit C"!1AC (voir formule (5), 
lecon 14) et 


C-IAC — RE = C1 (A — ÀE)C, 
si bien que 
det (C"LAC — ÀE) = (det CY"! det (A — RE) (det CY! = 
— det (4 — ÀE). DO 
Définition 2. Le polynôme 
fa (à) = det (4 — ÀE) 


s'appelle le polynôme caractéristique de l'opérateur A, et ses racines 
(dans l'extension correspondante de “<) en constituent les racines 
caractéristiques. 

Les résultats ci-dessus autorisent à dire que toute valeur propre 
de l'opérateur À en est une racine caractéristique, et, inversement, 
toute racine caractéristique dans K est une valeur propre. 

Cette affirmation (et le fait que , = Ker (A — ÀE)) inspire 
un procédé de recherche des sous-espaces propres. On commence par 
résoudre l'équation fa (À) = 0, ce qui donne toutes ses racines dans K. 
A l'étape suivante, on trouve pour chaque racine À; le sous-espace 
æ;, en résolvant un système d'équations linéaires homogènes de 


matrice À — À,£. 

La multiplicité de la valeur propre À, en tant que racine du poly- 
nôme caractéristique, i.e. un nombre #, tel que le polynôme fA(A) 
soit divisible par (À — A6) +, mais qu'il ne le soit pas par (1— Ao)"m*!, 
s'appelle la multiplicité algébrique de la valeur propre À,. On vérifie 
de suite que la multiplicité algébrique d’une valeur propre est au moins 
égale à sa multiplicité géométrique: 


Pie < US PE 
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En effet, soit p = p;, et soit e,, ..., e, une base de l’espace 


F° telle que P,, = le,, . . ., el. La matrice de A dans cette base 
s'écrit 

A C 
(2) rar 


si bien que 
fa (À) = det (4 — ÀE) = det (4, — ÀE)-det (B — AE). 
Or À, est la matrice de 
Alæ,, = ME; 


donc det (4, — ÀE) = (A9 — À), ce qui démontre la divisibilité 
de fa (À) par (À — À} et, partant, l'inégalité p << n1,. 

Remarque. L'opérateur À est représenté par une matrice de la 
forme (2) dans toute base pour laquelle = [e,, . .., el est inva- 
riant. Cela étant, A, est la matrice de A] » et B la matrice de l'opé- 
rateur B: Ÿ°/S —+ '/S induit. Ainsi, or a pour tout sous-espace in- 
variant PCT 


fa (À) = fai 9 (À) fB (A). 
Soient À, - : ., ÀÂm des valeurs propres distinctes de l'opéra- 
teur A et 
Pi = Pass cs Pom = Ta, 
les sous-espaces propres associés. 
Proposition 1. La somme 
PP = Pi +... + Pr 


des sous-espaces ®,, ..., Sn est directe, i.e. l'égalité 
(3) XF... + Xm = 0, 
avec X1 EP, ..., Xm E Ps à lieu si et seulement si 

X1 = 0, ..., Xm = 0. 


Démonstration. On raisonne par récurrence sur m. L'affirmation 
est évidente pour m = 1 (elle est d’ailleurs vide de signification). 


Supposons-la vraie pour la somme de m — 1 espaces &,, . .., Pr. 
On applique À à l'égalité (3): 
(4) À1X1 + . + ÀmXm — 0. 


On en retranche (3) multiplié par Ah: 
(Ai — mn) Xi + eee + (Ames — Âm) Xm-1 = 0. 
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Il en résulte par hypothèse de récurrence 
(Ai — mn) X1=0,..., (À m1 — Àm) Xm-1 = 0, 
donc 
x; =0:::..2:,:—0 


(car À — Âm Æ 0, -.., Âm4 — Àm 0 par hypothèse), auquel cas 
Xm — 0 d’après (3). [ 


*X + *# 


On suppose qu'il existe des valeurs propres (distinctes) 


6) hs de 
telles que 

(6) PB... 8, = P 
et, partant, 

(7) Pate Pine 


On établit facilement que les nombres (5) sont les seules valeurs propres 
de l'opérateur A. En effet, s’il existe de plus une valeur propre À, 
distincte des valeurs propres données, le sous-espace @,, et 7° for- 
ment, selon la proposition 1, une somme directe, ce qui est impossi- 
ble. O 

On choisit une base dans chaque S,,, . .., 3. et on obtient 
une base de Ÿ° dont les éléments sont vecteurs propres. La matrice 
de À rapportée à cette base est diagonale: 


4 0 


(8) Fe , 
0 Am 
et elle a pour éléments diagonaux les valeurs propres (5), chaque 
A; étant comptée pa, fois. 
Inversement, soit une base de 7” telle que la matrice À de l’opé- 


rateur À rapportée à la base soit diagonale. Les vecteurs de base 
sont dans ce cas vecteurs propres, et les éléments diagonaux de À 


constituent des valeurs propres de A. Soient À, ..., Àm les élé- 
ments diagonaux distincts de À, l’élément À;, à — 1, ...,m, étant 
compté g; fois. Soit ensuite G;, i — 1, ..., m, le sous-espace 


de 7 ‘engendré par les vecteurs de base associés à la valeur propre À;. 
Alors dim @:s = qi, 


G1®9..-®8 Em = ?° 
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et G; € a, Aussi on a, en particulier, 
1) Ut... +Gm=R et DK Pigs eee: Im KP), 


Mais la somme ;, + ... + Dim des sous-espaces P;9, -.., P y 
est par la proposition 1 une somme directe, d’où sa dimension p;, + 
+... + Pa, Ainsi, pas — -.: + Pim & A, Ce qui entraîne par 
suite de (9) 

= Pair es Qm = Pam 
1.e. 

Gi = Pyss Re Gm = Prime 


Par conséquent, on a pour 3,, ..., P1,, la décomposition (6). 

Comme l'existence d’une base dans laquelle la matrice de l'opé- 
rateur À est diagonale est équivalente à la propriété de 7” de se dé- 
composer en somme directe de sous-espaces invariants de dimension 1, 
on vient de démontrer la 

Proposition 2. Etant donné un opérateur linéaire A : 7° — j° quel- 
conque, les affirmations suivantes sont équivalentes : 

19 Il existe des valeurs propres }1, . . ., Âm telles que 


Pi D... EP, =7". 


29 L'espace Ÿ° est somme directe de sous-espaces de dimension 1 
invariants par l'opérateur A. 

3° On trouve dans Ÿ° une base de vecteurs propres, i.e. une base 
dans laquelle la matrice de À est diagonale. 

Cela étant, l'opérateur A n'a pas d’autres valeurs propres que 
les valeurs propres À, ..., ÀÂn intervenant dans 1° (et de façon 
indirecte dans 2°). Chaque base par rapport à laquelle la matrice 
de A est diagonale est réunion des bases des espaces P,,, . .., ® àm 
si bien qu'il existe dans cette base, pour toute valeur propre À;, 
exactement p:, vecteurs associés à A4. 

Définition 3. On dit qu’un opérateur A est diagonalisable si 
l'on a pour lui les affirmations 1° à 3° de la proposition 2. 

On obtient de suite pour le polynôme caractéristique d'un opé- 
rateur diagonalisable A dans la base de vecteurs propres: 


faU)= (à)... (A2), 


AVEC À, + - > Âm les valeurs propres de À et D; = pa, , - +; Pm = 
— Pa, leurs multiplicités géométriques respectives. Ainsi, foufe 
racine caractéristique À, d’un opérateur diagonalisable est dans le corps 
K (ie. c’est valeur propre), et sa multiplicité algébrique na, est 
égale à sa multiplicité géométrique p;,. Q 

Il se trouve que cette condition nécessaire d'opérateurs diagona- 
lisables est encore suffisante, si bien qu'on a le 
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Théorème 1. Un opérateur linéaire À est diagonalisable si et seule- 


ment si toute racine caractéristique À, de À est dans Ke n;, — pa. 
Démonstration. On démontre la ‘suffisance seule. 
Soient A4, --., Âm toutes les racines caractéristiques de A. Elles 


sont par hypothèse dans K et constituent donc autant de valeurs 
propres. Par conséquent, on définit les sous-espaces F;,, ..., _. 


dont la somme (qui est, on le sait, somme directe) est de dimension 
Pate Hp, =lute..+m, 


(la somme des multiplicités des racines d’un polynôme est égal au 
degré de celui-ci). Donc #;, ® ... @ Fa, = 7° 


* + + 


Définition 4. L'ensemble des racines caractéristiques d’un opé- 
rateur À s'appelle le spectre de À, qui est dit simple si chaque racine 
caractéristique À, est racine simple du polynôme caractéristique, i.e. 
Sin, — 1. 

On dit que le spectre est dans K s’il en est ainsi de toutes les raci- 
nes caractéristiques. 

Proposition 3. Tout opérateur à spectre simple dans * est diagona- 
lisa ble. 

Démonstration. Comme 1 < p;, < ñ;, on a nécessairement p; — 

— À pour nr; — 1 (et donc p; = n1). 

Cette condition d'opérateurs diagonalisables n’est pas néces- 

saire, mais elle est très commode dans la pratique. 


+ *k % 


Soit F € 7” quelconque invariant (par un opérateur A). Selon 
la remarque ci-dessus, le polynôme caractéristique fs (À) de l’opé- 
rateur induit B: 7" IF = Vi divise le polynôme caractéristique 
fa (À) del” opérateur A, si bien que chaque racine caractéristique de B 
est racine caractéristique de multiplicité algébrique au moins égale 
de A. Si À a en particulier son spectre dans K, il en est de même 
du spectre de B qui possède donc au moins une valeur propre À. 
Soit x, + © un vecteur propre associé. L'égalité B (x, + %) — 
— Ào (Xo + PF) signifie que Ax, — ÀoXo + ao & € P, d'où l’inva- 
riance par À du sous-espace engendré par &' et le vecteur x, (i.e. 
formé de tous les vecteurs x, + a, kE“<, a € ’; on note que 
X)É À). Du moment que dim ( — dim $ + 1, cela démontre la 

Proposition 4. Si le spectre d'un opérateur linéaire À : Ÿ'— 7 
est dans *, tout sous-espace invariant par À est contenu dans le sous- 
espace nbarant de dimension supérieure d'une unité. 

On construit donc, à partir de P, — 0, la chaîne croissante de 
sous-espaces invariants 


0= Meme... Cdi Tr 
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de dimension 0, 1,..., nrespectivement. Il est clair que la matrice 
de l'opérateur A dans la base correspondante e;,, . .., e, de 7”, 
i.e. dans une base telle que &; — le, .-.., e;] pour tout i — 
— 4,..., n, est la matrice triangulaire 


À, DK 

(10) | 
0 Àm 

ayant pour éléments diagonaux les valeurs propres de A, chacune 

d’elles étant comptée avec sa multiplicité algébrique. Cela prouve la 

Proposition 5. Etant donné un opérateur linéaire A : Ÿ — Ÿ° quel- 

conque à spectre dans *X, il existe dans Ÿ° une base par rapport à laquelle 


la matrice de À est triangulaire. 
Si K — C, le résultat s'applique certes à tout opérateur linéaire. 


+ + + 


On obtient un résultat plus précis pour les opérateurs d’une classe 
spéciale. 

Définition 5. Un opérateur A (resp. une matrice À) est dit 
nilpotent (resp. nilpotente) s'il existe un entier naturel m tel que 
AT = 0 (resp. 4” — 0). Le plus petit m constitue l’ordre de nil- 
potence de l'opérateur (resp. matrice). 

On constate facilement la nullité de toute valeur propre d'un opé- 
rateur nilpotent. En effet, si Ax — Àx, alors AËx — "x pour tout k, 
si bien que À” est nécessairement nul pour A" = 0 et x = 0, i.e. 
Ài-0. © 

Un opérateur nilpotent non nul n’est donc pas diagonalisable. 

Un opérateur nilpotent est par exemple un opérateur tel qu'il 
existe un vecteur e — 0 ayant la propriété suivante: les vecteurs 


e, Ae,..., Af-le 
constituent une base de %° et A’e = 0. Dans la base 
e, = Ale, ...,e,_, = Ae, e, —e, 


cet opérateur est représenté par la matrice 
(11) 


Ces opérateurs sont dits cycliques. 


428 LEÇON 15 


Quels que isoient [x = z'e, +...+z'e, et m<n, on a 
Ax = ztle, +...—+zx'e,_m, et, en particulier, A’°x = 0. 
Ainsi, un opérateur cyclique est nilpotent d'ordre de nilpotence n. O 

Si nr — 1, les opérateurs cycliques sont nuls. 

Il se trouve qu’un opérateur nilpotent quelconque se réduit à un 
opérateur cyclique. 

Proposition 6. Pour tout opérateur nilpotent A: Ÿ° — T°, l'espace 
7° se décompose en somme directe de sous-espaces invariants: 


Tan P; ® RE <> 7 


sur chacun desquels À induit un opérateur cyclique. 
La démonstration sera donnée dans la leçon suivante. 
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Décomposition d’un opérateur nilpotent en somme directe d’opéra- 
teurs cycliques. — Sous-espaces principaux. — Forme normale de 
Jordan. — Théorème de Hamilton-Cayley. 


Soient A:% —7" un opérateur nilpotent arbitraire et 
S; — Im A, i= 0,1,...,m, 


m étant l'ordre de nilpotence de A. Comme A“!x = Aï (Ax), on 
a 


1=P,ediac scheme... erersT: 


(Par définition A° — E, donc #, = 7° même pour A — 0.) 

On a par construction À (®;) = P;r1, 0L i<L m, ce qui entrai- 
ne en particulier SM € Ker A. Par conséquent, on a pour toute 
base 


(m—1) (m—1) . 
(1) © pur Pm-i = dim Pm-t 


de l’espace PS, les relations 


(m1) (m1) 
(2) Ae: —=0,..., A? = (. 
Il existe de plus dans #,_ des vecteurs 
(m—2) (m—2 
e:! 7°... Ep: 
tels que 
(m—2) __ (m—1) (m-—-2) _ (m-1) 
(3) Aef"7”=ef""",..., Aer en). 
Il se trouve que les vecteurs 
(m—1) (m—i1 
ei 2... en 
(4) (m=—2) (m—2) 
ei °°... EP m1 


de Fm-2 sont linéairement indépendants. En effet, si 
bel hs: +k, es" 14 Let Les — 0, 


AVEC D — Pm1, alors on a en faisant agir À et compte tenu de (2) 
et (3): 


ef... +1 e0" 920, 
001311 
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égalité qui a lieu seulement pour 2, = 0, ..., L, = 0 (parce que (1) 
est une base du sous-espace @,, 1). Dans ce cas 

kel 1... Le) 0, 


et les mêmes considérations entraînent k, = 0, ..., k, = 0. DO 
Aussi on complète les vecteurs (4) en une base 
mr) (m—1) 


e RARE EPn-1 9 
(m-—2 (m=—2) (m=—2) . é 
(5) e: À ..., EPn-1 . Pme , Pm=2 — dim Pm-2 — dim P m1» 
de l’espace _», et on voit sans peine que les vecteurs ajoutés 
(m-2) (m—2) 
(6) EPn-1+1° ..., EPn2 


sont pris dans le noyau de l'opérateur A, i.e. on les prend de façon 
qu'on respecte les égalités 
(7) Aer th1=0,..., Aeîr = 0. 
En effet, les vecteurs (1) forment une base de P,, 1 = À (PP), 
si bien qu'on a pour tout choix de (6) et tout i = À, ..., Pm-2 — 
— Pm-1 une égalité de la forme 

Aer = rl. +"), où p= Pr 


Aussi on vérifie les conditions (7) en remplaçant e%;°) par les vec- 


teurs 


m9 rien) Pet, 0 
Puisque À (Pr -3) = Pme il existe dans -4 des vecteurs 
) ef, er 
tels que 
(9) Aefr-0 L U2), Aefme 9 et) 


Comme pour la famille (4), on montre que les vecteurs (5) et (8) consti- 
tuent une famille libre. En effet, si l’on fait agir À sur une combinai- 
son linéaire quelconque de ces vecteurs, on aboutit par suite de (2), 
(3), (7), et (9) à une combinaison linéaire de (5). Les coefficients 
correspondants sont donc nuls, ce qui ramène la combinaison à celle 
de vecteurs (1) et (7) du noyau. Ces vecteurs étant linéairement indé- 
pendants, les coefficients restants sont également nuls. O 
On complète cette famille libre de façon à avoir la base 


(m—1) (m—1) 
ei CRE | 1er EN 9 

(m—2) (m— 2) (m—2) 
€! 9°... Pm=1 3 Pme , 

(m-3) (m—3) (m-3) (m3) 
e1 9°... CD CRT | EP n-2 7°. EPn-s , 
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et on montre par des raisonnements analogues au cas (6) qu'on choisit 
les vecteurs à ajouter 


(m- 3) (m-—3) 
Epnot 1 ... EDn-s 


dans le noyau de A, i.e. on respecte les égalités 


m—3 A (M3) 
Apr +1=0,..., 4e". =0. 


On obtient de proche en proche une base de #, = Ÿ° telle que 
ses vecteurs forment le tableau 


ne (m—1) 


e 9 * LE | EP L] 
(m- 2) (m—2) (m-2 
€ ? EPn-1 *° 9 Ep ? 
(m-—3) (m—3) (m—3) (m-3) 
€ 9 * “Pm 1 © 9 Ep» ’ °° Ep n-3 ’ 
(0) (0) (0) (0) (0) 
e1 ; a Ep 1° , EPn 2? 9 EP 3? » Cpo 


dont chaque élément monte, sous l’action de A, d’une ligne tout en 
restant dans la même colonne (tandis que les vecteurs de la ligne 
supérieure s’annulent). 

Cette propriété signifie par définition que les vecteurs de chaque 
colonne engendrent un sous-espace invariant, la restriction de A 
à chaque sous-espace étant un opérateur cyclique (dont le vecteur e 
est manifestement le dernier élément de la colonne; voir leçon pré- 
cédente). L'espace 7° tout entier est somme directe de ces sous-espaces 


invariants, si bien que la proposition 6 de la leçon 15 se trouve com- 
plètement démontrée. [ 


* *X * 


Plaçons-nous de nouveau dans le cas d’opérateurs arbitraires. 

On définit le sous-espace propre SF, comme le plus grand sous- 
espace de 7°” sur lequel A — LE est nul. Par analogie, on introduit la 

Définition 1. Le plus grand sous-espace invariant .#, de 7” sur 
lequel l'opérateur À — ÀE est nilpotent s'appelle le sous-espace 
principal de À associé à la valeur propre À. 

La définition demande quelques éclaircissements. 

Soit x = 0 un vecteur de 7”. Il est dit vecteur principal associé 
à la valeur propre À s’il existe un entier m > 0 tel que 


(A — }E)"x = 0. 


Il est clair que le vecteur kx, k E K quelconque, est un vecteur 
principal relatif à À (ou le vecteur nul). L'’affirmation analogue est 
également juste (on le constate facilement) pour la somme des vec- 
teurs principaux associés à une même valeur propre car (A — ÀE)” x 
9% 
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X (x1 — X2) = 0, avec m = max (m1, m2), si (A — ÀAE)":x, = 0 
et (A — 7.E)": x, = 0. Autrement dit, l’ensemble des vecteurs prin- 
cipaux relatifs à une valeur propre donnée 4 plus le vecteur nul consti- 
tuent un sous-espace de 7”. Il s’agit justement du sous-espace #, 
de la définition 1 parce qu’il est évidemment invariant par À —ÀE, 
donc par À. 

Il est clair que chaque fois qu’un sous-espace Z de 7 ‘ est invariant 
par À, il l’est par tout opérateur A — UE, u € “. En particulier, 
À, est invariant par tout opérateur de la forme A— LE, uEK, 
ce qui définit l'opérateur 


(10) (A—HE) |, - 
Proposition 1. Si u =£ À, l'opérateur (10) est inversible. 
Démonstration. Si 
(A — UE) x = 0, 
où xE #3, alors Ax — ux, donc (A — AE) x —(u — À)x. On en 


déduit que, ou bien le vecteur x est nul, ou bien le nombre u—À 
est valeur propre de l'opérateur nilpotent 
(A—ÀE) |; - : 

Il est connu qu'un opérateur nilpotent arbitraire a toutes ses valeurs 
propres nulles. Par hypothèse u =£ à, si bien que x — 0. Ainsi, le 
noyau de l'opérateur (10) est réduit au vecteur nul, d'où l’inversi- 
bilité de (10) (leçon 14, prop. 2). O 

Avec ces résultats, on démontre pour les espaces principaux 


un analogue de la proposition 1 de la leçon 15. 
Soient Àj: - - ., Âm des valeurs propres distinctes de A et 


À. = Fi: ... he = À. 


les sous-espaces principaux associés. 
Proposition 2. La somme 


Rates. + Am 
des sous-espaces #1, . .., fm est directe, i.e. l'égalité 
X +... +xm = 0, 
Où x1 CE Pas + + + Xm € Fm, à lieu Si et seulement si 
X1 = 0, ..., Xm = 0 


Démonstration (cf. leçon 15, prop. 1). L'affirmation est évidente 
pour »m — 1. Supposons-la vraie pour m — 1 sous-espaces principaux. 
Comme xm € #m on trouve un nombre s tel que 


(A — 1mE)' x = 0. 
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Aussi 
Yi + ... + Ym+1 = 0, 
où 
Yi= (A—ÂnE) x. ..., Yms = (A—2mnE)" Xxm-- 
Les espaces #1, . - ., #m-1 étant invariants par À — À,E, on 
a Y1 E Pas + - -s Ym 1 € Pm-1 et l'hypothèse de récurrence entraîne 


Y1=0...., Ym_ = 0. 


Selon la proposition 1, l'opérateur A— À, E est inversible sur #1, ... 
-. Amir À OÙ 


Z1=0,...,Xm1 =0 


et, partant, Xxnm — 0. 

L'avantage des sous-espaces principaux devant les sous-espaces 
propres est révélé par la 

Proposition 3. Etant donnée une valeur propre À quelconque de 
l'opérateur A, la dimension du sous-espace principal .7, est égale 
à la multiplicité algébrique de À: 


Démonstration. Soient A1 = A | a, « B l'opérateur de Ÿ/%#, 


dans FUH induit par A. Alors fa — fA,fB. Si dim VERT 
le nombre À est donc racine du polynôme f8. Comme À € K, À est 
encore une valeur propre de B. 

Soit Xo + #3 un vecteur propre correspondant. On a 


AXo == ÀXo — op» 


où & € F3, ao — (À — ÀE) xs. Il existe donc m tel que (A — 
— ÀE)" a, — 0, auquel cas 


(A — 2E)"+! Xo = 0, 


donc x, € 77 ,;,: contradiction qui démontre l’égalité dim #1 =n3. Q 

La proposition 3 implique que si l'opérateur À a son spectre 
dans “ et ne possède pas d’autres valeurs propres (racines caracté- 
ristiques) à part À4, . - .,; Âm» alors 


dim (#1, ® ie D 73,)=nu+... +, =, 
donc 
À ® ..…. EP —=7. 


m 


Ainsi, on a le 
Théorème 1. Etant donné un opérateur linéaire A: 7° — 


1% 


ET 


quel- 


134 LECON 16 


conque à spectre dans *, l'espace T° est somme directe des sous-espaces 
principaux de À: 


(11) 1-1, ® ... @ A3. Q 
» * * 


Dire que le sous-espace invariant # de 7° est le sous-espace 
principal Z;, c'est dire que la restriction de À à .7 est la somme 
LE -- B de l’opérateur scalaire AE et d’un opérateur nilpotent B. 
Selon la proposition 6 de la leçon 15. l’espace .7 se décompose 
pour tout B en somme directe de sous-espaces invariants (par B, 
donc par A) sur chacun desquels B induit un opérateur cyclique. 
Si l’on effectue cette décomposition pour tout sous-espace prin- 
cipal, (11) on obtient 7’ sous forme de somme directe de sous- 
espaces invariants tels que A induise sur chacun d’eux un opérateur 


(12) ÀE =. C: 


avec À E et C un opérateur cyclique. 
Définition 2. Une matrice de la forme 


[4 1 O0 0, s 
0 7 1 0 0 
SR À !{ 
DoUisse 2e. À 


constitue un bloc de Jordan. Une matrice À somme directe de blocs 
de Jordan (à.À distincts en général) est appelée forme normale de 
Jordan. 

Puisque tout opérateur cyclique est représenté dans une certaine 
base par la matrice (11) de la leçon 15, la matrice de l'opérateur (12) 
dans cette base est le bloc de Jordan (13). La réunion de toutes les 
bases des sous-espaces correspondants constitue donc une base de 7” 
dans laquelle la matrice de A s'écrit sous forme de Jordan. Cela 
démontre le 

Théorème 2 (réduction à la forme de Jordan). Etant donné un 
opérateur linéaire A: T1 —Ÿ quelconque à spectre dans *, il existe 
dans Ÿ° une base par rapport à laquelle la matrice de A s'écrit sous 
forme normale de Jordan. O 

Il se trouve que la forme normale de Jordan de la matrice de l'opé- 
rateur est définie de façon unique à l'ordre des blocs près, i.e. le 
nombre de blocs de Jordan, leur dimension et ? correspondants sont 
les mêmes pour toutes les bases dans lesquelles la matrice de l’opé- 
rateur a la forme normale. L'affirmation est évidente en ce qui con- 
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cerne À (car ce sont valeurs propres de l'opérateur). Quant aux deux 
propriétés restantes, nous passons outre. 

Remarque. L'unicité de la forme normale de Jordan d'une matrice 
découle de suite du fait que les blocs de Jordan d'ordre k associés 
à une valeur propre À sont au nombre 


r(A—XE} 1 2r (A—RE) +r(A—AE)", 


r (C) étant le rang de la matrice C. 

La démonstration de la formule est un exercice utile que nous 
laissons au lecteur. 

On souligne que la condition imposée au spectre de A par le 
dernier théorème est remplie pour “ — © par tout opérateur, si 
bien que chaque opérateur linéaire sur © se réduit à la forme de Jordan. 


*k à + 
Voyons un cas d’application des résultats obtenus. 
Soit 
f(z)=a"+az" it... +ar 
un polynôme quelconque sur *X, auquel cas on définit pour tout A 
(resp. À) l'opérateur 
f(A)= aA"+a A+... +a,E 
(resp. la matrice f (A) = a, A" + a, A"t+...+anE) appelé 
polynôme de l'opérateur A (resp. de la matrice À). 


Il est évident que tout sous-espace ? € 7° invariant par A 
l’est par tout opérateur f (A), et 


(14) f (A)lp = f (Al »). 
En particulier, on définit pour tout À l'opérateur 
ÏA (A), 


fa (2) = det (4 — ÀË) étant le polynôme caractéristique de A. On 
se propose de calculer f1 (A). 

Soit 
(15) A = LE + C, 
C étant un opérateur cyclique. Dans ce cas fA (4) = (40 — À)" 
et C* — 0. Aussi 

fa (A) = (RE — A)" = (—C)" = 0. 

Soient maintenant À un opérateur quelconque (à spectre dans *) 

et 
F° = P, ® ... E Pr 


136 LECON 16 


la décomposition de 7° en somme directe de sous-espaces invariants 
tels que la restriction A; — A|», soit de la forme (15). Il découle 


des résultats obtenus 
(16) fa, (Ai) = 0. 


Mais l'on sait que chaque polynôme f,, est un diviseur de fA (on établit 
de même facilement que f\ est un produit de polynômes fa; + -. 
- +, fAL). Aussi (16) entraîne 


fa (Ai) = 0. 
Donc (voir (14)) 
fA (A)|»,= 0, il; 325. 


Ainsi l'opérateur f, (A) possède la propriété suivante : sa restriction 
au sous-espace À, est nulle pour tout i = 1, ..., .V. Par consé- 
quent, fa (A) est nul sur la somme des ®;, i.e. sur 7” tout entier. 
Cela prouve le 
Théorème 3 (Hamilton-Cayley). Tout opérateur annule son poly- 
nôme caractéristique : 


fA(A) = 0. O 


Le théorème a été démontré pour les opérateurs à spectre dahs K 
et, en particulier, pour tout opérateur sur €. Dans la leçon suivante, 
on établira ce résultat dans le cas R pour les opérateurs à spectre 
quelconque. 
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Complexifié d’un opérateur linéaire. — Sous-espaces propres associés 
aux racines caractéristiques. — Opérateurs dont les complexifiés 
sont diagonalisables. 


Les résultats de la leçon précédente ont été obtenus sous l'hypo- 
thèse de A à spectre dans le corps de base “. La condition est néces- 
sairement remplie pour X = €, tandis qu'elle en limite sensible- 
ment le domaine d'application pour <= 2. Nous allons examiner 
les opérateurs non assujettis à cette restriction. Le souci de simpli- 
cité nous fait nous borner à “ — =. cas intéressant du point de 
vue géométrique, encore que la généralisation à < absolument quel- 
conque soit possible au prix de modifications peu importantes. 


* + * 


» 


On rappelle (voir 1.19) qu’on associe à tout espace vectoriel 
ÿ° sur 2 un espace vectorie 7"© sur € qu’on appelle complexifié 
de 7°’. Chaque vecteur z de 7'© est représenté de façon unique par 

Z = X + iy, 
où xE7 et yE7. Aussi la formule 
AC(x + iy) — Ax + iAy 
définit bien pour tout opérateur linéaire A: 7° — Ÿ° un opérateur 
AC :50-,.7€C.Ona pour tout nombre a + ib € C et tout vecteur 
z=x+iye7C: 
(a + ib) (x + iy) = (ax — by) + i(ay + bx), 

si bien que 
AC((a + ib) (x + iy)) — A (ax — by) + iA (ay + bx) = 

— (aAx — bAy) + i (aAy + bAx) — 

= (a+ ib) (Ax + iAy) = (a + ib) AC (x + iy), 
de sorte que AU(cz) = cAÜz. L'égalité 

AC(z, + z:) = Az, + ACz,, 
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avec Zy, Ze € 7” C queue est encore plus simple à vérifier. 
Ainsi, l'opérateur AC est linéaire. O 

Définition f. L'opérateur AC s'appelle le complerifié de l'opé- 
rateur A. 

Il est déjà ap 4 (voir 1.19, prop. 1 ; avec les notations de cette 
proposition, (7 ©) = 7") que toute base e,, ..., e, de 7” en est 
une de 7©. Il en découle que la matrice de A dans cette base (« réel- 
le ») coïncide avec celle de A. Dans ce sens, La LORD Eetton d'un 
opérateur en conserve la matrice. En particulier, A et AC possèdent 
le même polynôme caractéristique : 


(1) fa (À) = fic (à). 


Il en résulte entre autres la validité du théorème de Hamilton- 
Cayley (leçon 16, th. 3) pour tout ae À de 7° dans Ÿ'. En effet, 
il joue, d’après la leçon 16, pour AC. L'o (Nr fa (A) est évidem- 
ment Ja restriction de f4 (AC) — = fac (A) Re 70, si bien 
que faC (AT) =0 implique fA(A) = 0. CO 

Etant donnée l'égalité (1), À et AC ont mêmes racines caracté- 
ristiques. L'opérateur AC a toutes ses racines caractéristiques pour 
valeurs propres, et seules les racines caractéristiques réelles sont 
valeurs propres de A. 

Si A est nilpotent, il en est de même de AC (l'ordre de nilpôtence 


étant le méme pour A et AC) qui a donc toutes ses valeurs propres 
nulles. 


Puisqu'il y a autant de valeurs propres de AT que de racines du 
polynôme faC — fa, on a fa (À) — (—1)" À" pour tout A nilpotent. 
Cela signifie en termes de matrices (avec le changement À — —).) 
que toute matrice nilpotente À vérifie l'identité 


det (4 + ÀE) = à". O 


Toute tentative de démontrer cette affirmation « purement matri- 
cielle» par un calcul direct du déterminant se heurte évidemment 
à de grandes difficultés. 

Il en résulte par Hamilton-Cayley que dans un espace de dimen- 
sion n l’ordre de nilpotence d'un opérateur nilpotent arbitraire est 
égal au plus à n. Ü 

Ces affirmations élégantes montrent qu'en dépit de son apparence 
banale, la complexification constitue un outil excellent dans la 
démonstration des théorèmes. 

Nous allons nous en servir pour étudier les racines caractéristi- 
ques. 


+ + + 
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Soit G un sous-espace quelconque de 7€. Le sous-ensemble 
Re G de tous les vecteurs de 7° de la forme Rez, avec z € G, ou, 
ce qui revient au même (car Im z — Re (—iz)) de la forme Im z, 
avec z € G@, constitue évidemment un sous-espace de 7” (si x, — 
= Rez,, x, == Rez., alors x, + x, — Re (z, +z.) et kRez — 
— Re kz quel quesoitkE R). 

De même, soit F un sous-espace quelconque de 7”. L'ensemble 
&C formé de tous les vecteurs x + iy, X, y € P, est un sous-espace 


de 7°© (ce n’est rien autre que l'enveloppe linéaire de dans 7 ©). 
Il est clair que 


Re RC = 


pour tout $ € 7. 

On note que toute base e;, . .., e, de S (sur R) en est une de 
FC (sur L). 

Soient A: 7” —7" un opérateur linéaire quelconque agissant 
sur 7° et AC: 7€, 7€ son complexifié. Soit À une racine caracté- 
ristique quelconque de A. Elle est valeur propre de AŸ, ce qui dé- 
finit dans 7'© le sous-espace propre associé (%:. 

Supposons 1 réelle, auquel cas elle est valeur propre de À, et on 
définit dans 7’ le sous-espace propre correspondant %;. 

Etant donné un système de #7 équations linéaires homogènes à n 
inconnues dont les coefficients sont réels et forment une matrice de 
rang r, les solutions du système constituen tdans ?" un sous-espace 
F de dimension nr — r, et chaque solution est combinaison linéaire 
de certaines x — r solutions linéairement indépendantes formant 
une base de %. On rappelle que cette base est par définition le 
système fondamental de solutions. 

On considère le même système d'équations comme système à coef- 
ficients complexes, auquel cas on cherche les solutions dans C" — 


= (R")C. Chaque système fondamental de solutions reste alors un 
système fondamental, mais on prend les combinaisons linéaires de 
solutions précédées de coefficients complexes arbitraires et non de 
coefficients réels. Avec les notations introduites plus haut, cela veut 
dire que les solutions du système donné forment dans €" un sous- 


espace PC. 
Ces considérations générales s'appliquent en particulier au sous- 
espace ©; de vecteurs dont les coordonnées dans une basee,, .... e, 


quelconque de 7” vérifient un système d'équations linéaires homogènes 
à matrice réelle des coefficients À — ÀE. On sait déjà que les vec- 
teurs e,, ..., e, forment aussi une base de 7"© et que les coordon- 
nées des vecteurs de &; dans cette base se définissent par le même 
système d'équations. Ainsi, foute racine caractéristique réelle À de 
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l'opérateur A satisfait à 
G= FC, 
donc à 


(2) Si À — Re G 


Voyons ce qu'il en est de À non réelle. Dans ce cas, on définit 
&#, & 7° par la formule (2). 

Ainsi, les sous-espaces $; sont définis pour toute racine caracté- 
ristique À de A, la notation ayant pour À réelle le sens ci-dessus. 

Nous dirons du sous-espace P, — Re G;, que c’est Le sous-espace 
propre de À associé à la racine caractéristique ?.. On n'oubliera pas que 
ses éléments sont vecteurs propres de À pour À réelle seule. 

Il est clair que chaque S, est invariant par A. 

Si À est réelle, on a FT — G;,. Que devient FC pour À non réelle ? 


On note au préalable la propriété suivante du polynôme caracté- 
ristique f\ à coefficients réels : chaque fois qu'il admet À pour racine, 
il a également comme racine le complexe conjugué À. Les coordon- 
nées des vecteurs du sous-espace propre correspondant G> de l'opé- 

Fe Q e CN 9» e e » e e 
rateur A‘ sont solutions d'un système d'équations linéaires de matri- 
ce complexe conjuguée À — AE, si bien qu on les obtient à partir 
des coordonnées des éléments de &;, par passage aux nombres com- 
plexes conjugués. Cela signifie, en faisant abstraction des coordon- 


nées, que si z— x +iy € (Ga, alors Z =x— iy E Gz. Ce fait 


s'écrit de façon conventionnelle mais intuitive: 3 
Gz = Ga 
D'où Re G; — Re G;, i.e. 
PT 


D autre part, la somme des sous-espaces @; et G> est la somme 


directe G1 ® G; du moment que À = À (leçon 15, prop. 1). Si 


€, - --, e4 est une base de G;, où g— dimG;, les vecteurs 
pr + + gr ©1r + - -» €Q ConStituent une base de l’espace G, @ G:. 
Une autre base de cet espace est alors formée par les vecteurs 
e,+—e e, —e 
Ree,=———, Ime, =, 
ey + €q eq —€y 
Les vecteurs Ree,, Ime,, ..., Ree,, Ime, sont réels par 


#1. 


construction, i.e. ils sont dans 7°. Si # € 7°’ est le sous-espace de 
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7" de dimension 2q engendré par ces vecteurs, on a par définition 
FT = 6. @ Ex. 


On vérifie cependant sans peine que la correspondance & — Re € 
transforme la somme de sous-espaces en une somme, i.e. 


Re (G1 Eu C2) — Re 1 + Re G: 
quels que soient G@,, G, € 7 0. Aussi 
P = Re PC = Re (G; D G;) = Re G+ReG= P,+ Pr= Pi. 


Cela démontre que toute racine caractéristique non réelle À de l'opé- 
rateur À satisfait à l'égalité 


PC=-G,8G;. © 


Avec les sous-espaces G@, — G@, et @: = Gx, la correspondance 
G— Re ( ne transforme pas nécessairement la somme directe en une 
somme directe. Mais il est immédiat d'établir que si G, — pe 
et G2 = PS, alors | 


(3) Re(G 8G.;)=ReG, ® Re G2. 
En effet, il est clair que 
(F6 Ta)°= PP @ PS. 


Aussi on obtient (3) par application de Re. O 

On se propose de démontrer pour $; un analogue de la proposi- 
tion 1 de la leçon 15. 

Proposition 1. Soient 11, . . ., ÀÂm des racines caractéristiques (réel- 
les ou non) de l'opérateur A telles que 


Lui; el NE l, =], ss M, 


pour i-Æj. La somme % des sous-espaces F,, ..., P,,, en est 
somme directe: 


(4) P= Pis B...@ Pam 


Le cas des sous-espaces ; et T°; témoigne du caractère essentiel 
de la condition À; # À. 


Démonstration. Soient À, . .., À, les racines caractéristiques 
réelles et À,.+1, - - .; Âm les racines non réelles. Alors 2m — r valeurs 
propres 


4; es hrs r+t: Ar+ts re 3 À Âm 
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de l'opérateur AC sont toutes distinctes, si bien que la somme @ des 
sous-espaces propres associés est somme directe: 


G = Eu D... Gar D (nr D G7,..) D... (im D 47) 
On applique Re et on tient compte de 
Eu = Ph +» +» Any = Po 
= Ph - > Cam © Ote = Pro 


Àr41 


Gare  G 
il vient de suite (4). [ 


Àr+1 


* * + 


Si AC est diagonalisable, la proposition 1 entraîne que Ÿ” est somme 
directe de %; invariants (par A), À parcourant toutes les racines 
réelles du polynôme fA et toutes ses racines non réelles deux à deux 
non conjuguées. 

On connaît pour À réel la restriction A; = A| #, de l'opérateur 


A au sous-espace #;. C'est ÀE, opérateur scalaire de matrice ÀE 
qui est diagonale (scalaire) dans toute base. 

Soit À non réel. Voyons ce qu'il en devient de l'opérateur A, — 
= Al p - Soit 


ÀAi=a+ib, où a BERet BB 0. 


On a déjà montré que quelle que soit la base e,, . .., e, du sous- 
espace ;, les vecteurs 


(5) Ree,, Im e,, ..., Ree,, Ime, à 
constituent une base de F;,. On pose e — e,, x — Ree, y—=Ime 


(pour simplifier les notations), et on considère un sous-espace S € , 
de dimension 2 qui admet x, y pour base. 


Comme eE€G;, on a ATe — ñe, i.e. 
AT (x + iy) = (a + ip) (x + iv). 
Cela signifie par définition que 
| Ax + iAy = (ax — By) + i (By + ay), 
i.e. Le 
Ay = fx + ay. 


Ainsi, l’espace & est invariant par l'opérateur À, et la restriction de A 
à Ÿ a pour matrice dans la base x, y 


(6) a 4 | O 
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L'espace &, étant somme directe de qg sous-espaces &, la matri- 
ce de A, dans la base (5) est bloc-diagonale 


Œ1 Bi : 
— Pi a | 0 | 
QG? Be 
— BP: 
Ï cfa 
{ . — Bo &q 


dont les éléments diagonaux sont q — dim &; matrices (6). 

Le bilan des résultats obtenus s’énonce sous forme de 

Théorème {. Etant donné un opérateur linéaire A: 7'—7' sur R, 
on suppose que l'opérateur AC. FC, gC est diagonalisable (il l’est 
en particulier pour À à spectre simple). Soient À,, . .., À, les racines 
réelles de À et hv41 las + in, - . +, Âm = Gm-r + iBm -r Ses racines 
non réelles deux à complexes non conjuguées, chacune d'elles 
étant comptée son ordre de multiplicité (si bien que m = 2n — r). 

Il existe dans l’espace 7° une base dans laquelle la matrice de l'opé- 
rateur À est somme directe d'un certain nombre de matrices À, ..., À. 
d'ordre 1 et de matrices 


| Œi 7 Œm-r Pm-r| 
—$, Xi os — Amer/ 
d'ordre 2, i.e. elle est de la forme 

À 


0 Qm=r Bm-r 
— mer mr 
On conçoit que l'opérateur AC non diagonalisable donne lieu 
à un théorème analogue avec la matrice (7) plus complexe. Nous 
nous abstiendrons de le formuler et de le démontrer car il ne nous 
sera d’aucune utilité. 
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Espaces euclidiens et hermitiens. — Supplémentaires orthogonaux. — 
Identification de vecteurs et de covecteurs. — Annulateurs et supplé- 
mentaires orthogonaux. — Fonctionnelles bilinéaires et opérateurs 
linéaires. — Une règle imposée à l’identification de tenseurs de 
différents types. — Tenseur métrique. — Elévation et abaissement 


d'indices. 


Un espace vectoriel 7” sur le corps ? des nombres réels est eucli- 
dien s’il est muni d’une fonctionnelle bilinéaire symétrique définie 
positive. On dit que la fonctionnelle définit sur l’espace un produit 
scalaire. La valeur de la fonctionnelle sur deux vecteurs x et y 
s'appelle le produit scalaire de x et y et se note xy ou encore (x, y) 
41.13, déf. 2 et 3). 

La notion de nombre positif étant absente de €, on ne saurait 
transposer directement ces concepts à ce corps. On prend donc des 
chemins détournés. 

Définition 1. Une fonctionnelle x, y —> B (x, y) définie sur un 
espace vectoriel complexe 7° est dite sesquilinéaire si elle est linéaire 
par rapport à la première variable, i.e. si 


B (x + Xe y) = B (x Y) + B (x2, y) 
et 
B(cx, y)=cB(x, y) 
quels que soient X, X2 X, Y € F7" etcEC, et semi-linéaire par rap- 
port à la seconde, i.e. si 
BKk +2) = B (x y) + B (x y2) 
et 
B{x, cy)=cB(x, y) 
quels que soient x, Y1, Yo, YE7  etcec 


On dit d’une fonctionnelle sesquilinéaire B qu’elle est hermitien- 
ne si 


B (y, x) = BP (x, y) 


pour tout x et tout y de Ÿ. 

S'agissant d’une fonctionelle hermitienne, le nombre B (x, x) 
est réel pour tout vecteur x € Ÿ”, si bien que la condition de son 
signe a un sens.f 


LECON 18 145 


Une fonctionelle hermitienne B est par définition définie positive si 
B (x, x) >0 


pour tout vecteur x # O0 de l’espace 7. 

Un espace vectoriel 7” sur © s'appelle espace hermitien (ou uni- 
taire) s’il est muni d’une fonctionnelle sesquilinéaire hermitienne 
définie positive. On dit que la fonctionnelle définit sur l'espace un 
produit scalaire. La valeur de la fonctionnelle sur deux vecteurs 
x et y est le produit scalaire de x et y et se note xy ou encore (x, y) 

L'exemple d'espace hermitien est l’espace C" à produit scalaire 
défini par la formule 


(x, y) = ray + … + Tin 


Les éléments de base de la théorie des espaces hermitiens sont 
complètement analogues à ce que nous connaissons déjà de la théorie 
des espaces euclidiens (voir 1.13; 1.14). Dans un espace hermitien, 


on définit par exemple la longueur | x | = V'(x, x) de tout vecteur 
x: l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski est juste, ainsi que l’inéga- 
lité de Bessel (1.14, prop. 2; x? fait naturellement place à | x; | ?); 
les notions de vecteurs orthogonaux ((x, y) = 0) et de familles ortho- 
normées (en particulier, la notion de bases orthonormées) ont un sens; 
on a un analogue de la proposition 3 de I.14 relative aux propriétés 
des bases orthonormées (mais l'égalité de Parseval s'écrit p. ex. 
(x, Y) = Ziÿ1 + - + + Zrÿh); on applique le procédé d’orthonor- 
malisation de Gram-Schmidt, et ainsi de suite. On conçoit que deux 
théorèmes homologues ont une interprétation géométrique diffé- 
rente selon qu'il s’agit d’un espace euclidien ou d’un espace hermi- 
tien. S'agissant d'espaces euclidiens, l'existence d’une base orthonor- 
mée signifie par exemple que tout espace euclidien de dimension 
n est HS RSIPES à R" muni du produit scalaire (x, y) = z;y, + 
.. + TZnÿn, tandis qu'elle équivaut pour les espaces hermitiens 
à l'isomorphisme entre tout espace hermitien n-dimensionnel et 
l’espace C” à produit scalaire défini par l'égalité (x, y) = rÿ1 — 
+ TnUn- 
Dans la suite, nous essayerons d'énoncer les théorèmes pour les 
deux catégories d'espaces à la fois, et nous désignerons de préférence 
le produit scalaire par (x, y) (contrairement auklivre Î). 


* + * 


Soit S une partie quelconque d'un espace vectoriel 7” 
ou unitaire. 

Définition 2. On appelle supplémentaire orthogonal de S, et on 
note S+1, l’ensemble des vecteurs de 7° orthogonaux à chaque vecteur 
de S: 


euclidien 


= {yET ; (K y) =0,xEe S}. 


10—01311 
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Les propriétés des supplémentaires orthogonaux sont analogues 

à celles des annulateurs (voir leçon 4). Il est clair par exemple que 

le supplémentaire orthogonal de tout ensemble est un sous-espace et 

St = T<si SCT. On a l’analogue suivant de la proposition 5 de la 
leçon à. 

: Proposition 1. Le supplémentaire orthogonal d'un ensemble S quel- 

conque est identique au supplémentaire orthogonal de son enveloppe 


linéaire : 
Si = [S]+. 
Démonstration. Comme S$ & {S], on a Si = [S]t. Inversement, 
si YESi et x — Aix +... + ÆmXms OÙ Xj, + + +, Xm E S, alors 


(x, y) = An (us Y) + 2 + Em (Kms Y) = 0, 


donc yEIS}:. { 

On se limite donc sans restreindre la généralité aux supplémen- 
taires orthogonaux des sous-espaces. 

Par analogie avec la proposition 6 de la leçon 4, on établit un 
résultat portant sur la dimension des orthogonaux. Une affirmation 
plus forte a également lieu car le supplémentaire orthogonal de tout 
sous-espace S € 7” est un sous-espace de 7. 

Proposition 2. Etant donné un sous-espace F & 7° quelconque, 
l'espace Ÿ' est somme directe de ® et de son orthogonal: 


JF = 9 © F2. 


Démonstration. Soient e,, . .., e, une base orthonormée de % 
et x E 7. On désigne par x, ..., x» Les coefficients de Fourier de x 
par rapport à la famille orthonormée e,, . .., e,, et on construit 
le vecteur x° = me, +... + zx,e,. D'après I[.14, prop. 2, le vec- 
teur x — x” est orthogonal à tous les vecteurs e,, . .., e, et appar- 
tient donc (prop. Î) au sous-espace F1. Ainsi, 


x = x + (x — x’), 


avec x’ € Petx — x’ E F1, ce qui démontre l'égalité Ÿ° = P + PL. 

Il reste à prouver que # fN F1 = 0. C'est d’ailleurs évident 
parce qu'avec x € & f] 1, donc (x, y) = 0 pour tout y E F,onaen 
particulier (x, x) = 0 et, partant, x = 0. 

L’analogue de la proposition 1 de la leçon 5 vient tout naturelle- 
ment, à savoir on a la 

Proposition 3. On a pour tout sous-espace P € P: 


par = D. 


Démonstration. Si x € %, alors (x, y) = 0 pour tout y € F1, donc 
xE Lt. Par conséquent, À € F!1. Inversement, soit x € 71. 
On utilise la proposition 2 et on pose x = x” + x”, avec x’ E P, 
x” EPL, si bien que (x’, x”) = 0. Puisque x € F!1,0ona (x, x”) — 
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= 0, donc 
(x”, x) = (x — x", x”) = (x, x”) — (x”, x”) = 0. 


D'où x” — 0, donc x=x € @. Ainsi, # = P'iti. C 
On souligne que l’espace vectoriel peut être aussi bien euclidien 
qu'hermitien. 


+* * * 


Ce parallélisme entre espaces euclidiens et espaces hermitiens 
ne concerne pas leurs duals. L'espace dual 7°” de 7” euclidien et 
son homologue %'’ pour Ÿ”° hermitien seront donc étudiés séparément. 

Soit 7° un espace vectoriel euclidien. 

Proposition 4. Quel que soit T° euclidien, on a l'isomorphisme cano- 
nique 
3" 27. 

Démonstration. Il suffit de démontrer que 


7" 17" 


(leçon 4. prop. 4), i.e. qu’il existe un couplage naturel de 9° et 7’. 
Or, ce couplage existe effectivement. C’est un produit scalaire 
(cette fonctionnelle étant positive est évidemment non dégéné- 
rée). [ 

L'isomorphisme 7° — 7°” se définit explicitement comme appli- 
cation qui associe à tout vecteur y € 7° la fonctionnelle linéaire 


Ev: Xr (x, ÿ). 


La correspondance y + &, est visiblement un homomorphisme. Les 
espaces 7’ et 7°’ sont de même dimension, si bien qu’on établit la 
propriété, pour cet homomorphisme, d’être un isomorphisme sous 
la condition suffisante de nullité de son novau (&, + 0 si y & 0). 
La chose est évidente parce que, disons, E, (y) = (y, y) = 0. 

Nous avons en fait répété la démonstration de la proposition 4 
de la leçon 4 pour le couplage x, y — (x, y). 

À première vue, la démonstration semble valide pour les espaces 
hermitiens. Une étude plus attentive permet cependant de constater 
que l'application y > E, n’est pas un homomorphisme pour T° hermi- 
tien car si elle change la somme en une somme: 


Éyitya _— Er, a Éyas Yi Y2E 77, 


tout produit par un nombre devient dans cette transformation 
un produit par le nombre complexe conjugué, i.e. on a pour tout 
vecteur y E 7’ et tout nombre c EC: 


Fey = Céy- 
10* 
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Les applications d'espaces vectoriels sur © ayant ces propriétés 
sont dites semi-linéaires. On voit facilement qu’à l'instar des appli- 
cations linéaires, les applications semi-linéaires d'espaces vectoriels 
de même dimension à noyau nul sont bijectives (ce sont des isomor- 
phismes semi-linéaires). Aussi on répète les raisonnements de la pro- 
position 4 pour montrer que le dual 7°” de 7° hermitien lui est semi-li- 
néairement isomorphe. 

Ce résultat ne nous satisfait évidemment pas. En effet, l'intérêt 
capital de la proposition 4 est qu elle permet d'identifier chaque 
espace euclidien 7” et son dual 7 ‘” (et, en particulier, de ne pas distin- 
guer jusque dans leurs notations le vecteur y du covecteur E,). 
Or le caractère semi-linéaire de l’isomorphisme en cas hermitien 
est à la base de certaines restrictions sur cette identification. 

On tourne Ia difficulté si l’on prend pour covecteurs de 7°” non 
des fonctionnelles linéaires, mais des fonctionnelles semi-linéaires E: 
7° —æC, i.e. des applications telles que 


E(x + y) = Ë (x) + E (y) 
et 
E (cx) = c (Ex) 


quels que soient les vecteurs x, y € 7° et le nombre c € €. L'artifice 
est loin d’être universellement admis, mais il paraît qu'il a un grand 
avenir. 

Un autre procédé consiste à munir 7’ formé de fonctionnelles 
linéaires £:7'— € de l'opération de multiplication de E par les 
nombres cEZ: Er-+ cé. On pose à cet effet 


(CE) (x) = E(cx) = c (E (x)) 


quels que soient la fonctionnelle £ € 7°”, le nombre c € C et le vec- 
teur xE 7. 

Nous n’avons en fait que changé de place la conjugaison complexe 
« parasite» de sorte qu'elle a peut-être l'avantage de moins sauter 
aux yeux. Les deux méthodes ont chacune le bon et le mauvais côté. 
Ni l’une ni l’autre ne sont pas universelles, et elles exigent qu’on 
revoie les connaissances acquises antérieurement (disons, la théorie 
des tenseurs). Aussi nous en resterons à notre tactique ancienne sans 
soupirer après la perfection formelle que lesdits procédés aideraient 
à atteindre. 

Quant à l'identification de vecteurs et de covecteurs, nous nous 
permettrons de la réaliser dans le cas hermitien sans oublier un 
instant l’éventualité de la conjugaison complexe fastidieuse. 


+ + + 
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L'identification de facto de vecteurs et de covecteurs des espaces 
euclidiens et unitaires autorise à en faire de même en ce qui concerne 
des objets de nature foncièrement différente dans les espaces vecto- 
riels quelconques. 

On voit par exemple qu'avec ladite identification de vecteurs et 
de covecteurs, l’annulateur S° d’un ensemble S € Z° quelconque 
coïncide avec le supplémentaire orthogonal S-:. En effet. le fait 
E € S° signifie que & (x) = 0 pour tout xE S. Si l'on identifie le 
covecteur Ë et un vecteur y € 7° tel qu'on ait E (x) = (x, y) quel 
que soit x € 7”, tout vecteur x € S verifie en particulier l’égalité 
(x, y) = 0 qui équivaut à xE St. [ 

Cela explique le parallélisme mentionné entre annulateurs et 
supplémentaires orthogonaux. 


* *X %* 


L'identification de vecteurs et de covecteurs en espace euclidien 
permet une simplification particulièrement notable de la théorie 
des tenseurs. En effet, on identifie des tenseurs de type (p, q) diffé- 
reuts à une même somme p — q parce qu'il ne dépend que de nous 
que telle variable tensorielle soit assimilée à un vecteur ou à un 
covecteur. 

Soit par exemple un tenseur de type (2, 0), i.e. une fonction- 
nelle bilinéaire À : x, y —> À (x, y). Si l’on prend y pour covecteur, 
on obtient une fonctionnelle bilinéaire de type (1,1), i.e. un opé- 
rateur linéaire A : x —+ Ax. Soyez attentifs, sinon vous risquez de 
vous embrouiller dans ces identifications : l'opérateur A transforme 
x en un vecteur Ax tel qu'étant considéré comme fonctionnelle 
sur des covecteurs il prenne sur ë la valeur E (Ax) — À (x, y), 
avec y — E. Mais È — y signifie que Ë (z) = (z, y) pour tout vec- 
teur zEŸ' et qu'on a en particulier E (Ax) = (Ax, y). Ainsi, 


(1) A (x, y) = (Ax, y). 


La formule (1) explicite la bijection entre les opérateurs linéaires 
A:x1— Axet les fonctionnelles bilinéaires À : x, y À (x, y) sur 
l'espace euclidien 7‘. Si l’on faisait abstraction de la théorie géné- 
rale, on l’accepterait en qualité de la définition de cette bijection. 
Dans ce cas, on doit certes établir que 1) la fonctionnelle À définie 
par (1) est bilinéaire pour tout opérateur linéaire A (on le vérifie 
automatiquement), 2) la correspondance « l'opérateur» > « la fonc- 
tionnelle» est un homomorphisme d'espaces vectoriels associés 
(mème remarque), 3) cet homomorphisme est injectif (on pose 
y — Ax et on utilise la propriété de non-dégénérescence du pro- 
duit scalaire) et 4) cet homomorphisme est un isomorphisme (la 
propriété découle de 3) parce que les deux espaces vectoriels sont 
de mème dimension n°). 
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La dernière approche reste valable dans le cas hermitien à la 
différence qu’on obtient des fonctionnelles sesquilinéaires et non 
des fonctionnelles bilinéaires. La nécessité d’en tenir constamment 
compte nous oblige à nous borner (dans cette leçon) aux espaces 
euclidiens. Un lecteur désireux de se placer dans le cas hermitien 
est déjà en mesure d'effectuer toutes les modifications qui s'imposent. 


+ à * 


Un lecteur vigilant a visiblement remarqué un certain arbitraire 
laissé sur l'identification décrite de fonctionnelles bilinéaires et 
d'opérateurs linéaires. En effet, on prend pour covecteur la deuxième 
variable de À (x, y), mais cela pourrait être (dans l’espace euclidien) 
x et non y, auquel cas on obtiendrait en général un opérateur linéaire 
A* distinct de A tel que 


(2) À (x, y) = (x, A*y). 


La situation est la même (sinon plus mauvaise) en ce qui concerne 
les tenseurs d'autres types. Soit par exemple 7 (x,, x:, x: E) 
de type (3, 1). On assimile le vecteur x, à un covecteur (qu'on dési- 
gne, disons, par &.) et on identifie par là même le tenseur donné et 
T (X1, Xo3 Co: 81) de type (2, 2). D'autre part, on peut prendre Ë, 
pour deuxième variable covectorielle, ce qui donne en général lieu 
à un autre tenseur de type (2, 2). Il y a plus. Si l'on fait jouer le 
rôle de covecteur non à x;, mais à x,, on construit un troisième ten- 
seur de type (2, 2) autre que les deux précédents. On peut assimiler 
x, à un covecteur et £, à un vecteur ! Un tenseur de type (3, 1) 
qui en provient diffère du tenseur primitif, et ainsi de suite. 

On introduit pour s’y orienter une numérotation (ou au moins 
un ordonnancement) unique des variables vectorielles et des va- 
riables covectorielles qu'on écrit dans l'ordre donné. Ainsi. le fait 
de noter 7 (x, X+, Es, X.) un tenseur de type (3, 1) signifie que 
si l’on assimile &, à un vecteur, le tenseur de type (4, 0) ainsi obtenu 
s'écrit T (xj, X2, Xs, X,) et que si l’on identifie x, (resp. x,) à un 
covecteur, on obtient le tenseur de type (2, 2) T (x;, E+, Es; x) 
(resp. T OST Xo Es E:))- 

Nous tenons à dire pour éviter tout malentendu que par exemple 
les symboles T (x,, x2, x, £,) et T (x,, X2, E:, x.) désignent l'un 
et l’autre un tenseur de type (3, 1) à trois variables vectorielles et 
à une variable covectorielle. La seule chose qui les distingue entre 
eux est que si le premier s'obtient en qualifiant de covecteur la 
variable x, d’un tenseur 7 (x,, x:, xs. X;) de type (4, 0), le second 
provient par identification analogue de la variable x;. Dans les 
espaces vectoriels arbitraires, cette différence n'a pas de sens. 


* + * 
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Soit €, . .-., e, une base quelconque de l'espace euclidien 7:. 
L'identification 7° — 7'° fait que la base duale e!, . .., e" est une 
base de 7° qui diffère en général de e,, . .., e,. Il y a entre les deux 
bases la relation 


(e;, e)) — 6}, l, j=1, .., N. 
Si les formules 
€; — Lije’; i, j —= ; À es D, 


« 


régissent le passage de el, ..., e" à e;, ..., e,, alors 


(es, ej) = gin(e", 7) = gindÿ = Bij, 


où les nombres g;; sont les coefficients métriques de e;, ..., e, 
(voir 1.14). Ils constituent une matrice non dégénérée dont l'inverse 
a pour éléments | 

g" = (e*, e?). 


On passe à la base 
er = cire 
dont les coefficients métriques sont définis par 


i 
Bi = Ci/Ci£ij 


i.e. ils obéissent à la loi de transformation des tenseurs. Autrement 
dit, g,; sont les coefficients d’un tenseur 


G = gp ®e = g'e;Qe, 


appelé tenseur métrique de l’espace euclidien 7°. Sa valeur sur x, y € 7° 
est justement le produit scalaire de ces vecteurs: 


G (x, y) = gr y” = (x, ÿ). 


Ainsi, il y a équivalence entre le terme « tenseur métrique» et le 
terme « produit scalaire ». 

Soit x un vecteur arbitraire de 7? . Le produit tensoriel x @ G 
est par définition un tenseur de type (2, 1). On contracte (voir leçon 6) 
l'indice supérieur et le deuxième indice inférieur (le choix de l'indice 
inférieur est ici indifférent et on n’y a procédé que pour fixer les 
idées), il vient un tenseur de type (1, Ü), i.e. un covecteur &. La 
valeur & (y), y étant quelconque, est égale au produit tensoriel con- 
tracté tr (E @ y) et, partant, au résultat de la contraction totale de 
x @ G @ y, i.e. à G(x, y) = (x, y), valeur du tenseur G sur les 
vecteurs x et y (cf. exemples de la leçon 6). Comme E (y) = (x, y) 
signifie par définition l'identification du covecteur È et du vec- 
teur x, on vient de prouver que le vecteur x considéré comme covecteur 
est le produit contracté du vecteur x et du tenseur G. O 


* + + 
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Dans la base e,, ..., e,, les coordonnées du tenseur x @ G 
sont g:;7* et celles du produit contracté de x et de G 


Ti — gP. 


Les nombres zx,, . .., x, s'appellent les coordonnées covariantes du 
vecteur x dans la base e,, . .., e,. Ce sont par définition les coor- 
données du covecteur associé £ dans la base duale e!, . .., e” ou, 


ce qui revient au même, les coordonnées de x dans la base e!, ..., e" 
dont les éléments sont identifiés aux vecteurs de 7’. Quant aux 
« vraies » coordonnées z', ..., zx" de x dans la base e,, ..., e,, 


elles sont dites contravariantes. 

Le passage des z° aux zx, et l'opération inverse sont appelés 
par certains auteurs l’abaissement et l'élévation de l'indice à respecti- 
vement. 

L'ordonnancement décrit des variables des tenseurs oblige à en 
faire autant en ce qui concerne les indices inférieurs et supérieurs 
de leurs coordonnées (composantes). S'agissant d’un tenseur affecté 
de deux sortes d'indices, on laisse des blancs au-dessus des indices 
inférieurs et d’autres au-dessous des indices supérieurs. On rend cette 
écriture plus intuitive en remplaçant les blancs par les points. 

Ainsi, les coordonnées de T7 (x;, X+, X3, E1) Ss’écrivent 


Titi, 
et celles de T (x;, X:, Er, . sont symbolisées par 
T : : = Ti} 1. 


3 
Les coordonnées d'un opérateur linéaire sont en particulier 
désignées par a; ou a’; selon que l'opérateur provient d’une fonction- 
nelle bilinéaire de coordonnées a;; en assimilant à un covecteur la 
deuxième ou la-première variable (formules (1) et (2) respectivement). 
Comme 


di; — À (e;, ej); a;' 1 (Ae;, e’), a; = (e;, Afe), 


Li Fi, —= 


on a 

(3) x Qij = Lin" y= Enj@i” 

et 

(4) aÿ =gMax, a'y= gang. 

Les nombres a;;, a’, aï, (et a° — g*g'an) peuvent être considérés 


comme diverses coordonnées d'un même être mathématique. A l'ins- 
tar du corpuscule de la mécanique quantique, cet être présente deux 
aspects, un aspect « fonctionnel » et un aspect « opératoriel ». Les 
coordonnées a;; sont dites purement covariantes, a; sont mixtes 
(elles sont covariantes en à et contravariantes en j), et ainsi de suite. 
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Selon les formules (3) et (4), ces coordonnées se déduisent les 
unes des autres en effectuant le produit tensoriel par les tenseurs 


« réciproques» g:, et g°” et en contractant les indices correspondants. 
On élève et on abaisse de même les indices d'autres tenseurs. 
Par exemple, 


hJ ; R J 
Fi = La gT “ils °. 


Si la base e,, . . ., e, est orthonormée, la base duale e!, ..., e” 
lui est égale, si bien que toutes les formules d’abaissement et d’éléva- 
tion des indices deviennent les égalités entre les coordonnées asso- 
ciées de mêmes indices (la position des indices étant indifférente). 
Ainsi, 

(9) djj = a; =; 


pour les fonctionnelles]bilinéaires’et 

Ty — x 
pour les vecteurs. Ce n’est donc pas pour rien que dès le premier 
semestre nous avons indicé inférieurement les coordonnées des vec- 
teurs dans une base orthonormée. 

D'après la première égalité (5), la fonctionnelle bilinéaire À 
et l'opérateur linéaire A associé par la formule (1) ont même matrice 
dans toute base orthonormée. 

Quant à l'opérateur A* défini par (2), sa matrice (dans une 
base orthonormée) coïncide avec la transposée de la matrice de A. 

Dans les pages suivantes, nous identifierons toujours les fonc- 
tionnelles bilinéaires et les opérateurs linéaires à l’aide de la for- 
mule (1), si bien que nous emploierons, pour désigner les éléments 
de la matrice représentative d’un opérateur linéaire, la notation 


usuelle a au lieu de la notation plus précise a',. 
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Opérateurs adjoints. — Opérateurs auto-adjoints. — Opérateurs anti- 

symétriques et antihermitiens. — Une analogie entre les opérateurs 

hermitiens et les nombres réels. — Propriétés spectrales des opérateurs 

auto-adjoints. — Propriété des opérateurs auto-adjoints d’être ortho- 
gonalement diagonalisables. 


Conformément aux formules (1) et (2) de la leçon 18, on associe 
à chaque opérateur linéaire À d’un espace euclidien (ou hermitien) 
F° dans lui-même une fonctionnelle bilinéaire À et à celle-ci l’opé- 
rateur linéaire A*. 

Définition 1. L'opérateur A* est dit adjoint de A. Il est bien 
défini par la relation 


(1) (Ax, y) = (x, A*y) 


valable pour tout x et tout y de 7:. 

La définition a un sens pour Ÿ” euclidien ou hermitien. Il y a ce- 
pendant une différence. Dans le premier cas, A* est en fait l’opé- 
rateur A’: °° — 7" considéré comme agissant sur 7’ par suite de 
l'identification de 7” et de 7”, tandis que dans le second, l'opérateur 
A* diffère de À’ par la conjugaison complexe même après identifi- 
cation des vecteurs et des covecteurs. 

Dans une basee,, . .., e, quelconque de 7” euclidien, les élé- 
ments a;' de la matrice de A* sont liés aux éléments a; de la matrice 
de A par la formule 


mi ik [4 
a j—=£g" £Zji@. 
S'agissant de e,, ..., e, orthonormée, elle s'écrit 
a”; —= ai. 

La formfie correspondante (dans une base orthonormée) est 

pour 7” hermitien: 
wi 7) 
a j —=u;i. 

Ainsi, l'opérateur A* sur un espace euclidien 7° (resp. hermitien) 
est l'adjoint de l'opérateur A si et seulement si sa matrice dans une (donc 
dans toute) base orthonormée est égale à la transposée (resp. la transposée 
de la conjuguée) de la matrice de A. © 


Dans le cas euclidien, on le démontre directement si l’on se rap- 
pelle que À et A’ sont représentés dans des bases duales par les 
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matrices transposées (voir leçon 14) et que la base e,, . .., e, est 
orthonormée si et seulement si elle coïncide avec la dualee!, ..., e” 
considérée comme base dans 7’. 

Il est naturel que A* et A’ jouissent des propriétés complètement 
analogues. Par exemple, A** — A et (AB)* — B*A*. La seule 
différence qui compte est redevable une fois de plus à la multipli- 
cation par les nombres en espace hermitien. En effet, la formule 
{cA)* — cA* (cas euclidien) devient (cA)* —cA* en espace her- 
mitiern, i.e. on voit apparaître la conjugaison complexe « parasite». 


+ + + 


Nous allons donner une définition qui s'appuie sur la propriété 
de A et A* d'opérer dans un même espace (elle n’a donc pas de sens 
pour A’). 

‘ Définition 2. Un opérateur A de 7” euclidien ou hermitien dans 
lui-même est dit auto-adjoint si À = A*, i.e. si l’on a pour deux 
vecteurs x, y € 7” quelconques 


(Ax, y)=(x, Aÿ). 


Selon qu'il s’agit d'un espace euclidien ou d'un espace hermitien, 
les opérateurs auto-adjoints sont appelés symétriques ou hermitiens. 

Il est clair qu’un opérateur A sur un espace euclidien (resp. hermi- 
tien) est symétrique (resp. hermitien) si et seulement si la fonctionnelle 
bilinéaire (resp. sesquilinéaire) associée À est symétrique (resp. her- 
mitienne). 

On a par exemple dans l’espace hermitien 


A(y, x)=(Ay, x)= (x, Ay) =(Ax, y)=A(x ÿ). 0 


La somme d'opérateurs auto-adjoints est évidemment un opéra- 
teur auto-adjoint, ainsi que le produit d’un opérateur auto-adjoint 
par un nombre réel. Autrement dit. les opérateurs auto-adjoints consti- 
tuent un espace vectoriel sur à (qui est un sous-espace de Op (77) 
pour 7” euclidien). 

On note que tout produit de deux opérateurs auto-adjoints n'est 
pas un opérateur auto-adjoint. On dit plus précisement que le produit 
AB des opérateurs auto-adjoints À et B est un opérateur auto-adjoint 
si et seulement si À et B sont commutables, i.e. si AB — BA. 

En effet, (AB)* — (BA)* = A*B* — AB si AB — BA. Inverse- 
ment, BA — B*A* — (AB)* — AB quand (AB)* — AB. CO 

Une matrice carrée À — (a?) à éléments complexes est dite her- 
mitienne si elle est égale à la matrice transposée de sa conjuguée, 
i.e. si 


a; =a; quels que soient i, j —1,...,n. 
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Il est clair qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'un opé- 
rateur. À dans un espace euclidien (resp. hermitien) soit symétrique 
(resp. hermitien) est que la matrice associée à À dans une (donc dans 
toute) base orthonormée soit symétrique (resp. hermitienne). D 


*k + * 


Définition 3. Un opérateur A sur un espace euclidien Ÿ° est dit 
antisymétrique si A* — —A, i.e. si 


(Ax, y) + (x, Ay) = 0 


quels que soient x, y € 7. 

On dit de même d'un opérateur A d'un espace unitaire qu'il est 
antihermitien si A* — —A. 

Les opérateurs antisymétriques forment une classe autonome 
d'opérateurs linéaires. On leur attache les fonctionnelles bilinéaires 
antisymétriques et on les caractérise en coordonnées par l’antisy- 
métrie des matrices associées dans les bases orthonormées. Ces 
opérateurs constituent un sous-espace de Op (7°), l'espace Op (7°} 
des opérateurs linéaires étant somme directe du sous-espace des opé- 
rateurs symétriques et du sous-espace des opérateurs antisymétriques 
(cf. leçon 11. prop. 1), i.e. chaque opérateur linéaire A est répresenté 
de façon unique par la somme 


(2) A — Asym + Aanti 


d'un opérateur symétrique A,;n et d'un opérateur antisymétrique 
Apnu- Cela étant, on a 
A + A* A—A* 
Asym = —5 — Ù Anti = 5 — . 

Le cas d'opérateurs hermitiens s'avère tout autre parce que les 
opérateurs antihermitiens se réduisent de façon triviale aux opé- 
rateurs hermitiens (propriété spéciale aux espaces unitaires). Plus 
précisément, la relation (iA)* = iA* — —iA* entraîne de suite 
que pour qu'un opérateur soit antihermitien il faut et il suffit qu'il 
s'écrive iA, À étant un opérateur hermitien. [ 


k + *% 


D'autre part, les opérateurs sur les espaces unitaires se décom- 
posent évidemment en une somme directe analogue à (2). Par con- 
séquent, {out opérateur À sur un espace hermitien Ÿ° est représentable 
de façon unique par la somme 


A = B +icC, 


B et C étant des opérateurs hermitiens. Cela signifie qu’étant donné 


un espace hermitien 7° quelconque, l'espace vectoriel Op (7') est 
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muni de la structure naturelle de (C, “?j)-espace vectoriel, le sous- 
espace réel associé étant l'espace des opérateurs hermitiens (voir I. 19, 
déf. 1). O 

On voit que les opérateurs hermitiens sont analogues en un 
sens aux nombres réels. On retrouve cette analogie dans d'autres 
questions. 

Selon la définition 2 de la leçon 11 et la relation établie plus 
haut entre les fonctionnelles bilinéaires symétriques et les opéra- 
teurs linéaires symétriques, chaque fonctionnelle quadratique sur un 
espace euclidien s'écrit de façon unique sous forme (Ax, x), A étant 
un opérateur linéaire symétrique. S'agissant d'opérateurs linéaires 
non symétriques, ces fonctionnelles ne donnent lieu à aucun résultat 
nouveau parce que (Ax, x) = 0 pour tous les x € 7” si (et seulement 
si) À est antisymétrique. 

Il n'en est rien pour ce qui est des espaces unitaires. On s'y 
attend d'ailleurs du moment qu'aucune fonctionnelle (Ax, x), 
A = 0, d'un espace hermitien n'est une fonctionnelle quadratique 
au sens de la définition mentionnée. Pour quelle raison ses propriétés 
rappelleraient-elles celles des fonctionnelles quadratiques ? ! 

Dans le cas euclidien, la fonctionnelle (Ax, x) peut être identi- 
quement nulle sans que À —0. La chose est impossible pour les 
espaces hermitiens. 

Proposition 1. Si l'opérateur linéaire A d'un espace hermitien T° 
dans lui-même est tel que 


(3) (Ax, x) = 0 
pour tout vecteur x € 7°, alors A = (. 
Démonstration. On a pour tout x et tout y de 7° 
(A (x + y), x + y) = (Ax, x) + (Ax, y) + (Ay, x) + (Ay, y), 
{A (x + iy), x + iy) = (Ax, x) + (Ax, iy) + (iAy, x) + (iAy, is) 
et 
(Ax, iy) = —i (Ax, y), (iAy, x) = i (Ax, y), 
si bien que la condition (3) entraîne 
(Ax, y) ce (Ay, x) — 0, 
(Ax, y) Si (Ay; x) = 0, 
et, partant, (Ax, y) — 0. On pose y = Ax, il vient (Ax, Ax) = 0, 
donc Ax — 0 quel que soitxE€ 7. O 
Proposition 2 (critère d’opérateur hermitien). Un opérateur 
linéaire À sur un espace hermitien T° est hermitien si et seulement si 
le nombre (Ax, x) est réel quel que soit le vecteur x € 7. 


Démonstration. Si A est un opérateur hermitien, alors tout vecteur 
x C7" vérifie les égalités 


(Ax, x)=(x, Ax)— (Ax, x), 
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donc (Ax, x) est réel. Inversement, soit (Ax, x) — (Ax, x), auquel 
cas 
((A—A*) x, x) —(Ax, x)—(A*x, x) = (Ax, x)— (x, Ax) — 


— (AX, X)— (Ax, x) = 0, 
ce qui entraîne À — A*= 0 par la proposition 1. 


* *X * 


Les propositions suivantes s'appliquent au cas euclidien comme 
au cas hermitien (encore que la démonstration soit en général diffé- 
rente). 

Proposition 3 (sur les racines caractéristiques réelles). Tout 
opérateur auto-adjoint a ses racines caractéristiques réelles. 

Démonstration. Soient A un opérateur auto-adjoint dans Ÿ° 
euclidien ou hermitien et À sa racine caractéristique quelconque. 

Si 7° est unitaire (i.e. À est hermitien), le nombre À constitue 
une valeur propre de À, i.e. il existe un vecteur x, 0 tel que 
AXo = ÀXo, auquel cas (Axo, Xo) — (ÀXy, Xo) = À (Xo> Xo), donc 


Ou a l'affirmation voulue si l'on dit que le second membre de la 
formule ci-dessus est réel (par la proposition 2), ce qui implique la 
même propriété de À. 

On se place maintenant dans 7” euclidien. On raisonne par l’ab- 
surde et on suppose que À = à -- if, avec B = 0. Il est connu dès 
la leçon 16 qu'il existe pour A dans l’espace 7‘ un sous-espace inva- 
riant S# de dimension 2 et une base x, y de ; tels que 


Ax= ax — fy, 
Ay = fx + ay. 
Aussi 
(Ax, y) — (ax — y, y)= a (x, y) — Ê (y, y) 
et 


(x, Ay)= (x, Bx + ay) = B(x, x) +a (x, y). 


L'opérateur A étant auto-adjoint (symétrique), on a (Ax, y) — 
— {x, Ay), d'où 
p [(x, x) + (y; y) = 0, 


contradiction (car (x, x) > 0, (y, y) > 0 et 6 = O0 par hypothèse) 
qui démontre la propriété «A € 3». [] | 
Proposition 4 (sur les vecteurs propres orthogonaux). Etant 
donné un opérateur auto-adjoint À, ses vecteurs propres quelconques 
X, y associés aux valeurs propres À, u distinctes sont orthogonaux. 
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Démonstration. On a 


(Ax, y) = (4x, y) = À (x, y), 
(x, Ay) = (x, y) = u (x, y) 


(la dernière égalité reste en vigueur dans le cas hermitien du moment 
que u est réel par la proposition 3). La propriété de À d’être auto- 
adjoint implique donc 


À (x, y)= (x, y), 


égalité qui n’est possible pour À et u distinctes que si (x, y) = 0. O 

Proposition 5 (sur le supplémentaire orthogonal). Etant donné 
un opérateur auto-adjoint À arbitraire, le supplémentaire orthogonal 
PL d'un sous-espace invariant 5 quelconque est un sous-espace inva- 
riant. 

Démonstration. Si x € 3, alors (x, y) — 0 pour tous les vec- 
teurs y de , donc (Ax, y) = (x, Ay) = 0 car Ay € S par hypo- 
thèse. Par conséquent, Ax E Si. O 

Proposition 6 (sur les multiplicités). La multiplicité géométrique 
Pis d’une valeur propre À, quelconque d'un opérateur auto-adjoint A 
est égale à sa multiplicité algébrique ni, : 


Pro = 7e 
Démonstration. Soient %;, le sous-espace propre associé à la 
valeur propre À, et e1, . -., e, une base orthonormée de 7” telle 
que io = le .- .., en] (ie. telle que Pi, = lep+1, . . ., e,)), 


avec p — pr,- D'après la proposition 5, 
Pi æ F, = 7”, 
si bien que la matrice de À dans cette base s'écrit 


B étant la matrice de l'opérateur B— A]... Par conséquent, 


Ào 
fa = (o — À)? 8 (À). Aussi f8 (ko) = 0 pour pa, < n, et À, est 
valeur propre de B. Tout vecteur propre associé de F4,*est vecteur 
propre de A relatif à la valeur propre À,, ce qui est impossible parce 
que tous les vecteurs propres de A associés à À, sont dans %;,. Par 
conséquent, Pr, > 72 et, partant, p;:, = ñn1, (étant donné qu'on 
a nécessairement p;, < %,; Voir leçon 15). O 
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Remarque. La seule propriété utilisée de l'opérateur auto- 
adjoint est que le supplémentaire orthogonal de chaque sous-espace 
propre constitue un sous-espace invariant (i.e. nous n'avons eu 
besoin que d’une partie de l’affirmation 5). Aussi la proposition 6 
est vraie pour tout opérateur tel que le supplémentaire orthogonal de son 
sous-espace propre quelconque soit invariant. 


* + 


Aux termes du théorème 1 de la leçon 16, la proposition 6 (jointe 
à la proposition 3 dans le cas euclidien) implique que A est diago- 
palisable, i.e. 


F = Ps Bec D Tam: 


À» + - s Âm étant toutes les valeurs propres de A. Si l'on prend 
dans chaque sous-espace %;, une base orthonormée, on obtient 


une base orthonormée de 7” (proposition 4) dans laquelle la matrice 
associée à À est diagonale. 

Définition 4. Un opérateur À dans un espace euclidien ou her- 
mitien 7” est dit orthogonalement diagonalisable s'il existe une 
base orthonormée de 7° dans laquelle la matrice de A est diagonale 
(i.e. une base constituée de vecteurs propres de A). 

Ainsi, on vient de démontrer le 

Théorème 1. Tout opérateur auto-adjoint d'un espace euclidien 
ou hermitien est orthogonalement diagonalisable. O 
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Réduction canonique des formes quadratiques par une transformation 

orthogonale de variables. — Hypersurfaces du second degré dans 

l’espace ponctuel euclidien. — Propriété de maximum-minimum des 

valeurs propres des opérateurs auto-adjoints. — Opérateurs orthogona- 
lement diagonalisables. 


Le théorème 1 de la leçon précédente dit que tout opérateur auto- 
adjoint d’un espace euclidien quelconque est orthogonalement dia- 
gonalisable. Voyons ce que sera cette affirmation en termes de for- 
mes bilinéaires symétriques (ou, ce qui revient au même, en termes 
de formes quadratiques). 

Soit 


n 
(1) QU -.szn)= À air 
une forme quadratique quelconque de n variables x,, . .., x, à coef- 
ficients réels g;j, à, j= 1, ..., n. 

On prend dans l’espace euclidien 7” de dimension x une base 
orthonormée e,, . .., e, et on considère dans 7° une fonctionnelle 
quadratique Q représentée dans cette base par la forme Q (x, ... 
..., Zn), donc l'opérateur linéaire symétrique associé Q: 7° — 7° 
(i.e. Q tel que Q (x) = (Qx, x) pour tout vecteur x de 7”). Selon 


le même théorème, il existe une base orthonormée f,, . .., f, de 7” 
dans laquelle la matrice de Q est diagonale d'éléments diagonaux 
À» + : «» Ân- Autrement dit, tout vecteur x de %' satisfait à l’éga- 
lité 
Q(X)= My +... + Any, 
où 
Yi = un + T Cintn: 
Ou: Lisa. 
Un = Cid T - + Cnn?n 
sont les coordonnées de x par rapport à f,, ..., f,. Comme e,, ... 
…. En €t fi - --, f, Sont orthonormées, la transformation (2) 


est orthogonale, i.e. la matrice C de ses coefficients est orthogonale 
{voir 1.14). Cela démontre le 


Théorème 1. Toute forme quadratique (1) est ramenée par fransfor- 
mation orthogonale de variables à 
(3) agi + se + nn 


11—01311 
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Cela étant, les coefficients }1, .- . ., An Sont racines de l'équation 


si bien qu'ils sont définis de façon unique (à l'ordre près). O 

La seule différence avec le théorème de Lagrange (sensiblement 
plus simple) de la leçon 11 est formelle : on réduit à la forme cano- 
nique (3) par la transformation orthogonale de variables (2) et non 
par une transformation arbitraire. D'où l’unicité de (3). 


* * * 


On se souvient que le théorème de Lagrange a permis d'établir 
une classification des hypersurfaces du second degré de l'espace 
affine n-dimensionnel (voir leçon 13). Avec le théorème 1, on pro- 
cède de même en ce qui concerne l’espace ponctuel euclidien (réel- 
complexe) de dimension x. En effet, on reproduit exactement la 
démonstration du théorème 5 de la leçon 13 à la lumière du théo- 
rème 1 (au lieu du résultat de Lagrange), et on est conduit de suite au 

Théorème 2 (réduction des équations des hypersurfaces du second 
degré de l’espace euclidien de dimension # à la forme canonique). 
Pour toute hypersurface du second degré de l’espace euclidien réel- 
complexe de dimension n (n > 1), il existe un système de coordonnées 


rectangulaires x, ..., x, en lesquelles l'équation de l'hypersurface 
est, ou bien 

(D hitri+...+i,zri=e, 

avec 1<r<n, &e—= 0, 1, ou bien (pour n > 1 seulement) 

(ID) DaTT + ee + A LE = ZT 


avec 1Sr<n—1,etona)10,..., À, 0 dans les deux 
cas. [] | 

Si l’on se propose de fixer de façon unique les coefficients À, . .. 
..., À, (proportionnels aux racines non nulles comptées avec leur 
multiplicité du polynôme caractéristique associé), on doit tout 
d’abord les ordonner de manière raisonnable (i.e. échanger conve- 
nablement les coordonnées zx!, ..., x"). Nous exigerons qu’on 
dénombre en premier lieu les coefficients positifs, puis ceux néga- 
tifs. Les éléments de chaque groupe seront rangés dans l’ordre de 
croissance des valeurs absolues. Si p, 0 < p <r, est le nombre de 
coefficients positifs, on estime donc que 


D DE RU 
et 
dd A 


Si l’on multiplie par —1 dans le cas (1), e= 0, on a 
(4) 0<p<|[+|. 
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On aboutit à ce résultat dans le cas ([[) en changeant, si besoin est, 
le signe de x,+,. Pour des raisons d'homogénéité, nous admettrons 
donc que e— —1 pour (I), et nous réaliserons de sorte la con- 
dition (4). 

Si on est dans le cas (1), e — 0, on admet que 


A e 


Nous dirons des équations (Î[) et ([1) vérifiant ces conditions 
qu'elles sont les équations canoniques euclidiennes des hypersurfaces 
du second degré. 

Quand n = 2 et n — 3, ce sont évidemment les équations cano- 
niques (aux notations près) des courbes du second degré dans le 
plan et des surfaces du second degré dans l’espace de dimension 3 
dont la liste a été dressée dans 1.22 et 1.23. 

Avec la méthode de réduction canonique du théorème 2 (i.e. 
avec la méthode de la lecon 13 à la différence que le résultat de 
Lagrange fait ici place au théorème 1), on a, on le constate facile- 
ment, une même équation canonique (éventuellement rapportée 
à des systèmes de coordonnées différents). Cela ne prouve certes pas 
que l’hypersurface ne peut être décrite dans certaines coordonnées 
par une autre équation canonique, mais l’on a néanmoins le 

Théorème 3 (classification des hypersurfaces du second degré 
dans le (C, Rj)-espace euclidien de dimension n). Deux hypersur- 
faces du second degré du (C, )-espace euclidien de dimension n sont 
équivalentes euclidiennes si et seulement si eiles ont une même équation 
canonique. 

On se souvient, pour démontrer le théorème, du cas de courbes 
du second degré dans le plan (voir 1.22). Le procédé consiste à carac- 
tériser géométriquement les coefficients À,, ..., À, en faisant 
abstraction des coordonnées. Voyons quelle est l’idée de la méthode 
générale. Soit, dans le plan, l'ellipse 


x y 
et pe 
a >b (auquel cas À, — =. L= +) : 


Le premier membre de l'équation de l’ellipse est une forme 
quadratique des coordonnées x, y des points du plan. Si z° + y* = 1 
(« circonférence unité»), on voit aisément que les valeurs extrèmes 


de la forme sont À: — + (maximum) et À, — 7 (minimum). 
Soit l’ellipsoide 


11% 
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Par analogie avec le cas précédent, le coefficient L est égal à la 


. À E 22 
plus grande valeur que la forme quadratique . + TL + — prend 


sur la « sphère unité» 2° + y* + == 1, et le coefficient _ à la 
valeur minimale. La caractérisation géométrique du coefficient 


« moyen» _ est plus difficile. On coupe à cet effet l’ellipsoïde par 


divers plans passant par son centre. Les sections sont des ellipses 
pour lesquelles on définit les coefficients À,, À, > À, Correspondants. 
Ces coefficients dépendent bien sûr du plan, et on vérifie de suite que 
la plus petite valeur possible du plus grand coefficient À, est juste- 


ment | 
b2 ° 


Il se trouve que la caractérisation décrite des À,, ..., À. a éga- 
lement lieu dans le cas général. Le support en est un résultat 
sur les valeurs propres des opérateurs. Nous nous bornerons à ce 
résultat car le temps nous manque pour passer aux coefficients 
des équations des hypersurfaces, ce passage étant d’ailleurs abso- 
lument trivial. 

* *% *& 


Ainsi, on se place une fois de plus dans l’espace vectoriel eucli- 
dien 7, et soit À un opérateur symétrique défini sur 7”. D'ailleurs, 
les formulations et les démonstrations ci-dessous restent entières 
pour Ÿ”° unitaire et A hermitien. 

Dans les deux cas, l'opérateur À a toutes ses valeurs propres 
{(—racines caractéristiques) réelles (leçon 19, prop. 3). On prend 
chacune des valeurs propres un nombre de fois égal à sa multiplicité 
(elles sont donc exactement n#), et on les numérote dans l’ordre de 
décroissance : 

hs >: >). 


Notre but consiste à les caractériser de manière « géométrique» 
directe. 

Soient % un sous-espace quelconque de 7° et S— S(@) sa 
partie (la « sphère unité») formée de tous les vecteurs x € pour 
lesquels (x, x) = 1. 

Le nombre (Ax, x) étant réel pour tout x ES (c'est évident 
pour # ‘euclidien, et, dans le cas hermitien, la propriété est garantie 
par la proposition 2 de la leçon précédente), on définit le nombre 


a (9) — sup {(Ax, x); x EF, (x, x) = 1} 


(d’ailleurs, la sphère S (5) est compacte, ce qui permet de remplacer 
sup par max). 
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Proposition 1. On a pour tout q= 1Â, ..., n l'égalité 
ha =inf {a (®#); dimS= n — qg +1}, 


inf étant étendu sur tous les sous-espaces 5 € Ÿ° de dimension n — 
—g+ti. 

Démonstration. Aux termes du théorème 1 de la leçon précé- 
dente, il existe une base orthonormée e,, . .., e, de 7” telle que 


Aea= À, pour tout g= 1,...,n. 


Soit Fa = le, - .., e4l et soit F un sous-espace quelconque 
de dimension n — qg + 1. Comme 


dim #4 + dim #= g+in—qg+i)=n+1>n, 


le théorème 1 de la 1°re leçon entraîne $, N $ 0, i.e. on trouve 
un vecteur x £# 0 de F, NSP. On estime, sans restreindre la géné- 
ralité, que (x, x) — 1. Etant donné que x E 3, on a « (S) > 
> (Ax, x). D'autre part, xE@,, donc x = me +... + ze 
si bien que 


(Ax, x) = (atie +... + gt DA +... + La) = 
= nn l+...+holzal ho ln re... +1zil) = 


= ko (X x) = Ag. 


Ainsi, a (5) > À4 pour tout sous-espace & de dimension n — 
— g + 1 et, partant, 


inf {a (S); dmP=n—-g+1}> À. 


Mais on a pour tout vecteur x = ze, +... + ze, de co — 

— le,, ..., e,)] de dimension nr —g<+1 

(Ax, x)= À ]zl +... +hlml< 
<halitzol +... + Inl9= À, x) = 4, 

donc 


œ (Fa) < ha 
et 


inf {a (P);, dmP=n—-g+1}<2, CO 


Le résultat établi porte le nom de propriété de mazimum-minimum 
des valeurs propres des opérateurs auto-adijoints. 

L'idée de la démonstration du théorème 3 est évidente. Quant 
à la mener en détail, nous en laissons le soin au lecteur. 


+ + *# 
Dans un espace euclidien, chaque opérateur orthogonalement 


diagonalisable étant représenté dans une base orthonormée par une 
matrice diagonale (donc symétrique) est symétrique (auto-adjoint) 
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Ce fait démontre le 

Théorème 4. Un opérateur linéaire d'un espace euclidien est ortho- 
gonalement diagonalisable si et seulement s'il est symétrique. © 

Quant aux opérateurs auto-adjoints (hermitiens) d'un espace 
unitaire, ils ne constituent qu'une partie des opérateurs orthogonale- 
ment diagonalisables parce qu'une matrice hermitienne a néces- 
sairement tous ses éléments diagonaux réels. Aussi un opérateur dont 
la matrice dans une base orthonormée est diagonale et possède au 
moins un élément non réel est orthogonalement diagonalisable sans 
être hermitien. 

Définition 1. Un opérateur A d'un espace unitaire (ou euclidien) 
est dit normal s il commute avec son adjoint. 

On rappelle (voir leçon 19) que tout opérateur A d'un espace her- 
mitien est représentable de façon unique sous la forme 


A —B + iC, 


B et C étant des opérateurs hermitiens. 
Proposition 2. Un opérateur À — B + iC d'un espace hermitien 
est normal si et seulement si les opérateurs B et C commutent (BC — CB). 
Démonstration. Comme 


A% — B* + (iC*) — B* — iC* —B — iC, 
on a 
— (B-- iC) (B — iC) = B° + C° + i (CB — BC) 
et 
AŸA :. (B— iC) (B + iC) = B? + C° — i (CB — BC). 


Par conséquent, une condition suffisante et nécessaire pour que 
AA* — A*A est CB — BC —0. O 

On note qu'étant donné un opérateur À normal, l'opérateur 
AA* — A*A est défini par la formule 


AA* = B:+C 


qui est analogue à la formule donnant le carré du module d’un 
nombre complexe. 

Si A est représenté dans une base orthonormée par À diagonale, 
la matrice dans la même base de son adjoint est la transposée de 
la conjuguée de À, donc diagonale. Comme deux matrices diago- 
nales commutent nécessairement, il en est de même des opérateurs 
A et A*, ce qui démontre que {out opérateur orthogonalement diago- 
nalisable d'un espace hermitien est normal. O 

Notre but immédiat est de prouver la réciproque. Voyons tout 
d’abord si l’on peut transposer les propositions 3 à 5 de la leçon 19 
au cas d'opérateurs normaux. 

Il est certes impossible de généraliser directement la proposition 3 
vu que les valeurs propres (— racines caractéristiques) d’un opé- 
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rateur normal peuvent être des nombres complexes quelconques. 
I1 y a plus. En cas hermitien, elle découle immédiatement de son 
analogue pour les opérateurs normaux qui s'énonce comme suit : 
Proposition 3. Etant donné un opérateur normal À, fout vecteur 
propre de À associé à une valeur propre À est vecteur propre de A* asso- 
cié à la valeur propre à. 
Démonstration. Si À est normal, on a pour tout vecteur x: 


(Ax, Ax) — (A*Ax, x) — (AA®%x, x) — (A*x, A*x), 
1.e. 
| Ax | = | A*x |. 


Chaque fois que l’opérateur A est normal, À — ÀE-l'est également, 
si bien que la dernière égalité entraîne pour tout À (du moment que 


(A — ÀE)* — A* — LE) 
(A — ÀE) x] = [(A*— AE) x|. 


Aussi (A* — ÀE) x — 0 dès que (A — ÀE) x —0. © 

La proposition 4 de la leçon 19 reste en vigueur pour les opéra- 
teurs normaux sans qu'on y Change quoi que ce soit, à savoir on a la 

Proposition 4. Etant donné un opérateur normal À, ses vecteurs 
propres quelconques x et y associés aux valeurs propres À, u distinctes 
sont orthogonaux. 

Démonstration. Si Ax — Àx, alors (Ax, y) = À (x, y). De même, 
si Ay = uy, donc A*y — uy par la proposition 3, alors (x, A*y) — 
= (x, uy) —u(x, y). Par conséquent, À (x, y) = (Ax, y) — 
— (x, A*y) = u (x, y) et, partant, (x, y) == 0 (car À pu par hypo- 
thèse). O 

Quant à la proposition 5 de la leçon précédente, elle n'est en 
général pas vraie pour les opérateurs normaux. En effet, il existe 
des opérateurs normaux tels que le supplémentaire orthogonal des 
sous-espaces invariants associés soit non invariant (donner un 
exemple !). Cette proposition joue par contre pour les sous-espaces 
propres. 

Proposition 5. Le supplémentaire orthogonal FX d'un sous-espace 
propre quelconque 9%, d'un opérateur normal À est invariant par A. 

Démonstration. Si x € Fx, alors (x, y) —0 pour tout y € 7. 
Aussi (Ax, y) = (x, A*y) — (x, Ày) = 2 (x, y) —0 car A*y = Ày 
par la proposition 3. Donc Ax € Fi. © 

On a déjà dit que cette propriété de À a été seule nécessaire pour 
démontrer la proposition 6 de la leçon précédente. Aussi la propo- 
sition persiste pour tout opérateur normal, ce qui garantit (prop. 4) 
l'existence d’une base orthonormée dans laquelle la matrice de 
l'opérateur est diagonale. 
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Ainsi, on vient de démontrer le 

Théorème 5. Un opérateur linéaire dans un espace hermitien est 
orthogonalement diagonalisable si et seulement s'il est normal. CO 

Le théorème permet de ramener les propriétés d’un opérateur 
normal à celles de son spectre. Il est évident par exemple qu'ur 
opérateur normal À d'un espace hermitien est 

a) hermitien, 

b) inversible, 

c) idempotent (i.e. A°— A) 
si et seulement si ses valeurs propres sont 

a”) réelles, 

b”) non nulles, 

c’) égales à O ou à 1 
respectivement. d 

On note que les relations a)=a”), b)}=b") et c)=c’) ont 
lieu pour tout opérateur linéaire, tandis qu'elles ne sont vérifiées 
dans l’autre sens (cas le plus intéressant) que par les opérateurs 
normaux (donner des exemples !). 

Il va de soi qu'on établit des résultats analogues pour les opé- 
rateurs symétriques dans les espaces euclidiens. 
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Opérateurs positifs. — Opérateurs isométriques. — Matrices unitai- 
res. — Décomposition polaire des opérateurs inversibles. — Interpré- 
tation géométrique de la décomposition polaire. — Translations et 
transformations affines centrées. — Diagonalisation d’un opérateur 
unitaire. — Décomposition de la rotation de l’espace euclidien de- 
dimension z en produit de rotations de plans bidimensionnels. 


Proposition 1. Les propriétés suivantes d'un opérateur linéaire A. 
dans un espace Ÿ° euclidien ou hermitien sont équivalentes: 
a) Zl existe un opérateur auto-adjoint B tel que 


A= B*. 
b) Jl existe un opérateur linéaire C tel que 
A = C*C. 


c) L'opérateur À est auto-adjoint et (Ax, x) > 0 quel que soit 
xE7. 

d) L'opérateur A est auto-adjoint et a toutes ses valeurs propres 
non négatives. 

L'équivalence est conservée si l'on renforce les propriétés en exigeant 
que B et C de a) ef b) soient inversibles, que (Ax, x) > 0 pour x Æ 0 
dans c) et que toutes les valeurs propres soient positives (cas d)). 

Démonstration. a) =- b). Il suffit de poser C — B. 

b) =- c). Si À — C*C, alors (Ax, x) — (Cx, Cx) — | Cx | > 0. 
Cela étant, l’inversibilité de C (i.e. Cx == 0 pour x 0) entraîne. 
(Ax, x) >> 0 pour x # 0. 

c) = d). Si Ax — Àx, alors (Ax, x) = À (x, x), si bien que cha- 
que fois que (Ax, x) est non négatif (resp. positif), À est non négatif 
(resp. positif). 

d) — a). Soient e,, ..., e, une base constituée de vecteurs 
propres de À et À, ..., À, les valeurs propres correspondantes. 
M>0,..., An > 0 par hypothèse, si bien qu'on trouve (dans RY 


les racines VA, ..., VA. On définit l'opérateur B par les égalités 


(1) Be, — VAe,, Tr Be, — V Àn en. 


Il est clair que B° — A. © 

Définition 1. Un opérateur A est dit non négatif s'il jouit des 
propriétés a) à d). Si À présente les propriétés a) à d) renforcées, 
il s'appelle un opérateur positif. Chaque opérateur auto-adjoint B 
vérifiant la relation B° — A est par définition une racine carrée 
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de l'opérateur A. Une racine carrée non négative (ou positive) est 
désignée par VA. 

La formule (1) montre que l'opérateur V A existe et est défini de 
façon unique pour tout opérateur À non négatif (ou positif). O 

Il est évident qu'un opérateur non négatif est positif si et seule- 
ment s'il est inversible. ( 

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un opérateur auto- 
adjoint À d’un espace euclidien soit positif est la définie positivité 
de la fonctionnelle quadratique (Ax, x). 

Nombreux sont les auteurs qui emploient une terminologie diffé- 
rente: un opérateur non négatif est pour eux un opérateur positif, 
un opérateur positif étant appelé strictement positif. 


* * * 


Les opérateurs positifs sont des analogues des nombres réels 
positifs. Voyons les opérateurs qui correspondent aux nombres 
complexes de module unité. 

Proposition 2. Les propriétés suivantes d'un opérateur linéaire A 
dans un espace 7° euclidien ou hermitien sont équivalentes : 

a) On a pour tout x et tout y de 7° l'égalité 


(Ax, Ay) = (x, y). 
b) Tout vecteur x de T° satisfait à l'égalité 


[Ax|= xl. 
c) Etant donnée une base orthonormée e,, . .-., e, quelconque de 
7”, les vecteurs Ae;, ss Ae, constituent une base orthonormée de 7. 
d) Les éléments a? de la matrice représentant À dans une base ortho- 
normée €, -.., €, quelconque de l'espace Ÿ  vérifient les relations 
an 
(2) Ÿ aïai = 6, Ts: 
K=1 
(cas euclidien) et 
LA 
(3) Ÿ aiai = 6; l, j=1,...,n 
{cas hermitien). 
e) On a l'égalité 
A*A — E. 
f) L'opérateur A est inversible et 
A”! = A*. 
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g) AA* = E. 
h) Les éléments a de la matrice représentant À dans une base 
orthonormée e,, . .., e, quelconque de T° vérifient les relations 
n 
(4) N'aak=ôp i, j=1,...,n 


= 
— 


(cas euclidien) et 


(5) \ aïa = ôyy, l, J=l;:6Sn 
CEE | 


{cas hermitien). 
Démonstration. On établira le diagramme suivant: 


a) e) <> <= g)<— h) 


a) => b). Il suffit de poser y = x. 

a)  c). Comme (Ae;, Ae;) = (e,, e;), on a (Ae;, Ae;) = 6; 
pour (e;, e;) = O;y 

b) + e). Si” | Ax| = |x{|, alors ((A*A — E) x, x) = 
= (A*Ax, x) — (x, x) = (Ax, Ax) — (x, x) = | Ax [° — | x !° 
= 0, donc A*A — E (par suite de la symétrie de A*A — E pour Ê 
cas euclidien et par la proposition 1 de la leçon 19 dans le cas her- 
mitien). 

c) <= d). Par définition, Ae; — a’e;, si bien que 

(Ae;, Ae;)= à Ÿ afai 
h=1 

(pour 7° euclidien) et 


(Ae;, Ae;) PE Ÿ aa! 
h=1 


(pour 7° hermitien). Par conséquent, c) = d) et d) = c). 

a) + e). Par définition, (A*Ax, y) — (Ax, Ay). Aussi a) = e) 
et e) = a) (car l'égalité (Cx, y) — (x, y), avec un opérateur C 
et n'importe quels x et y, a lieu si et seulement si C = E). 

d) — e)etg) — h). L' "opérateur A* est représenté dans la base 


€1» - --, € par la matrice (a}). La matrice de AA* est donc formée 
de sommes Ÿ Ÿ aiai et la matrice de A*A de sommes D ai ai ai. Aussi 


d)-— e) et g) = h). 
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e) + f)et g) = f). Voir 1° = 5° et 3° = 5° de la proposition 2 
de la leçon 14. 

f) = e) et f) = g). Ces relations ont lieu par définition. 

Définition 2. Un opérateur linéaire A sur un espace 7” euclidien 
ou hermitien est dit isométrique s'il jouit des propriétés a) à h). Les 
opérateurs isométriques s'appellent également opérateurs orthogonaux 
ou unitaires selon que 7 est euclidien ou hermitien. 

La propriété a) signifie que A conserve les produits scalaires (et, 
en particulier, les angles), i.e. c’est un homomorphisme (voire un iso- 
morphisme en vertu de f)) de 9%” sur lui-même. 

Chose à noter, tout opérateur isométrique est normal (A*A = 
= AA*). CO 


*k + * 


Il est déjà apparu (1.14, prop. 4) que les matrices réelles ayant 
la propriété (2) ou (4) sont exactement les matrices orthogonales. Par 
analogie on appelle matrices unitaires les matrices à coefficients com- 
plexes présentant les propriétés (3) et (5). On a pour les matrices 
unitaires l'analogue suivant de la proposition 4 de I.14 (le sym- 
bole AT désigne une matrice transposée à éléments complexes conju- 
gués). | 

Proposition 3. Une matrice À = (a?) d'ordre n à coefficients com- 
plexes est unitaire si et seulement si elle possède l'une (donc chaque) 
propriété des propriétés équivalentes suivantes: 

a) La matrice À est la matrice de passage d'une base orthonormée 
de l'espace hermitien de dimension n à une autre base orthonormée de 
cel espace. 

b) Les colonnes de A forment une famille orthonormée de vecteurs 
de l’espace hermitien ©". 

c) A'A = E. 

d) La matrice À est inversible et 


AT! — A". 


e) AA = E. : 

f) Les iignes de À forment une famille orthonormée de vecteurs 
de l’espace hermitien C”. 

Démonstration. Soit un opérateur linéaire À de matrice À dans 
une base orthonormée. Les propriétés a) à f) deviennent les proprié- 
tés c) à h) de la proposition 2. [ 

Comme det A' = det À, les affirmations c) et e) impliquent 


| det À | = 1 


quelle que soit À unitaire. 
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Les matrices unitaires d'ordre nr forment manifestement un 
groupe appelé groupe unitaire et noté Ü (7). Le sous-groupe de 
U (7) constitué de matrices unimodulaires (i.e. de matrices de déter- 
minant 1) est le groupe spécial unitaire SU (n). 


+ + * 


Proposition 4. Tout opérateur inversible À dans un espace euclidien 
{ou hermitien) se décompose de façon unique en produit d'un opérateur 
isométrique U et d'un opérateur positif P: 


(6) A = PU. 


Démonstration. Selon la proposition 1, l'opérateur A*A est 
positif, si bien qu'il existe une racine carrée positive 


P — |/A*A. 


Soit U — AP-!, auquel cas U* — (P*)-! A* = P-1A* (car P est 
auto-adjoint) et U*U = P-'A*AP-! = P-IP“P-1 — E. Ainsi, À — 
= UP, U étant isométrique et P positif. 

Si UP = VQ, avec U, V des opérateurs isométriques et P, Q des 
opérateurs positifs, alors PU* — QV*, donc 


P? = PU*UP = QV*VQ = Q. 


Par conséquent, P = Q (une racine carrée positive a une valeur 
unique) et, partant, ÜU = V, ce qui prouve l’unicité de (6). © 
La décomposition (6) est connue sous le nom de décomposition 
polaire de l'opérateur A. C'est un analogue de reï® = r (cos @ + 
+ i sin æ), i.e. de la décomposition d’un nombre complexe arbi- 
traire en produit de son module r et du nombre eï® de module unité. 


* + * 


On rappelle (voir 1.26) qu'une trunsformation affine d'un espace 
affine # est par définition un automorphisme arbitraire de 4, 
i.e. une transformation définie par égalité des coordonnées dans deux 
repères affines. Si l’on choisit dans {4 une origine O, un point de 
rayon vecteur x devient par toute transformation affine un point 
de rayon vecteur 


(7) y = Ax + b, 


A étant un opérateur linéaire inversible et b un vecteur fixe (en 
fait, ce n’est rien d'autre que la formule (2) de 1.27). 

De même, on appelle transformation orthogonale d'un espace 
ponctuel euclidien € une transformation de 6 définie par égalité 
des coordonnées dans deux systèmes de coordonnées (rectangulaires) 
æuclidiennes. On a une fois de plus la formule (7) à la différence que 
A est un opérateur orthogonal. 
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On introduit de même les espaces ponctuels hermitiens € consi- 
dérés comme espaces affines dont les espaces vectoriels attachés 
sont structurés en espaces vectoriels hermitiens. Leurs automor- 
phismes sont des transformations unitaires mises sous forme (7), 
avec À un opérateur unitaire. 

Tout espace ponctuel euclidien (ou hermitien) étant affine, il 
y a lieu de parler de ses transformations (7) affines. Il correspond 
alors à la décomposition polaire A — UP la décomposition de (ÿ} 
en produit de la transformation affine 


(8) y = Px 
et de la transformation orthogonale (ou unitaire) 
y = Ux + b. 


La transformation (8) s'écrit en coordonnées rectangulaires conve- 
nables : 


Y1 — Ma: 
Un — Ân£n 
M >> 0, ..., À, >> 0. C'est donc le produit de = contractions rela- 


tivement à x hyperplans perpendiculaires entre eux. Ainsi, on dit 
que toute transformation affine de l'espace ponctuel euclidien (resp. 
hermitien) de dimension n est le produit d'une transformation ortho- 
gonale (resp. unitaire) et de n contractions relativement à n hyperplans 
perpendiculaires entre eux. O] 

On retrouve pour nr — 2 la proposition 1 de 1.27. 


* * * 


Quand A — E, la transformation (7) s'écrit 
y=x<+b 


et constitue par définition une translation de vecteur b. Si b = 0, 
la transformation (7) devient 


y = Ax. 


C’est une transformation affine centrée. Elle laisse fixe le point © 
appelé centre de la transformation. Toute transformation affine 
se ramène à une translation suivie d’une transformation affine cen- 
trée. 

On souligne que (7) avec b 0 peut être une transformation 
affine centrée (de centre autre que le point O). Une condition néces- 
saire et suffisante en est l'existence d'un vecteur x, (rayon vecteur 
du centre) tel que 

Xo — Ax, + b, 
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i.e. (A — E) x, = b. En particulier, cela arrive nécessairement 
pour À — E inversible, i.e. pour À n'ayant pas de valeur propre 1. 


+ + * 


Une transformation orthogonale qui est une transformation 
affine centrée s'appelle rotation généralisée. C'est une rotation tout 
court si l'opérateur orthogonal À a son déterminant = +1 (i.e. 
si À conserve l’orientation). 

Pour avoir une idée des rotations, on doit se familiariser avec 
les opérateurs orthogonaux. Il y a intérêt à faire précéder leur étude 
par celle des opérateurs unitaires. 

Proposition 5. Le spectre d'un opérateur unitaire quelconque A est 
dans le plan de la variable complexe sur la circonférence unité, i.e. 
chaque racine caractéristique }. de À est de module unité: 


At LL 
Démonstration. Toute racine caractéristique À sur € est valeur 


propre, i.e. on trouve un vecteur x, 0 tel que Ax, = Àx,, auquel 
cas 


(Xos Xo) — (AXos AXo) — (ÀXo, ZX) = À à (Xos Xo)» 
donc À =1. 0 


Théorème 1. Etant donné un opérateur unitaire arbitraire À, il 
existe une base orthonormée dans laquelle il est représenté par la matrice 


ei (4 \ 


\ 0 eipn 


Démonstration. Un opérateur unitaire étant normal est ortho- 
gonalement diagonalisable. Cette propriété jointe à la proposition 5 
fournit le résultat voulu. [] 


+ *X + 


Soit À un opérateur orthogonal dans 7° euclidien (réel). 
On introduit son complexifié 


AC (x + iy) = Ax + iAy 
qui est un opérateur linéaire sur le complexifié 
CSG +ij" 


de l’espace 7° (voir leçon 17). 
Etant donnés 
z=x+iyEFT, 2 =x +in e7< 
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quelconques, on pose 
(2, 2) = [x x) + (9, 1) — à fx, 1) — (@, NL 

On vérifie de façon banale que la fonctionnelle z, z, > (z, z,) est 
sesquilinéaire hermitienne définie positive, i.e. on l’accepte en 
qualité de produit scalaire défini sur le complexifié gr©, L'espace 
4€ est donc un espace hermitien pour cette multiplication. 

Comme 
(Az, AUz,) — 

— [(Ax, Ax;) + (Ay, Ay:)l — i [(Ax, Ay;) — (Ax:, Ay)l = 

= (x, x) + (9, M) — Sl(R, y) — (mi, NI = (z, Z), 

le complezifié AC de l'opérateur orthogonal A est unitaire. Il en résulte 
en particulier la propriété de A d’être diagonalisable. 

On en déduit (voir leçon 17, th. 1) qu'il existe une base de 7° 


dans laquelle la matrice de l'opérateur A est somme directe de ma- 
trices d'ordre 1 de la forme À et de matrices d'ordre 2 


+ 
—B a)° 
Cela étant, les nombres réels À sont racines caractéristiques de AŸ, 
donc | À! — 1,i.e. À = +1. Quant à &, f, c’est respectivement la 
partie réelle et le coefficient de la partie imaginaire de la racine 
caractéristique non réelle À = ei” du complexifié AC, si bien que 
a = cos p et BP =sinp, —n<p< nr et p# 0. 

Puisque les matrices 


4 0 + 0 
Lo A É 0 _) 


s'écrivent 


cos sin 
(9) sin € | 
— p cos, 
(pour @ = Ü et p = x respectivement), on dit que la matrice associée 
à un opérateur orthogonal dans une base e,, ..., e, de l'espace T° 


est pour n = 2m - 1 somme directe de m matrices (9), avec —1n << 
< p< x, et d'une matrice d'ordre 1 (+1) et que si n — 2m, elle est, 
ou bien somme directe de m matrices (9), ou bien somme directe de 
m — 1 matrices (9) et d’une matrice 


1 0 
lo 4) 
La base e,, ..., e, de 7° s'obtient (voir leçon 17) d’une base 
e?, ons eC de 7° © qui jouit des propriétés suivantes: 
a) chaque vecteur e” est vecteur propre de l'opérateur uni- 
taire AC : 
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b) si la valeur propre À, — e“4 associée à un vecteur propre 
est réelle (i.e. si @, = 0, x), alors il en est de même de eq et si 
0< Pa < 7%, alors le vecteur el, est complexe conjugué de e© 


correspondant à la valeur propre complexe conjuguée 1 = @ = iFg. 
Cela étant, on a 


e© 


e, si Gy =0, x, 

C à . 

ey = À eg — legry Si D LPa LA, 
Cyn —iey Si —1<4y <UÛ. 


a fait l'hypothèse complémentaire de e?, rer e° orthonormée 


(AC étant orthogonalement diagonalisable). Comme 


Le 
[ e; pour ç, =0, à, 
Cq Le 
Le ge— Pour OL q< A, 
€q a | FA 
€ C 
Cg-1 Ca 


ler pour — nr << fa <ÜÙ, 
on a les égalités 
(e», eg) =0 si p#a, 


1 si g» =0, x, 

(ep; e)= | 9 gi | 

Gp SU, A 
Si l’on multiplie tous les vecteurse,, @, Æ 0, x, par V2, on obtient 
donc une base orthonormée. La matrice de A étant conservée par 
cette opération (on le vérifie aisément), on vient de démontrer le 
Théorème 2. Pour tout opérateur orthogonal A de l’espace eucli- 


dien Ÿ' de dimension n, il existe une base orthonormée dans laquelle 
la matrice de À s'écrit pour n = 2m +1 


r € 


| cos @, sin TE 


| — Sin p, cos PE 0 


2200000000000000000020 000000000000 000002020000000LER000000000000000e 


(10) 


| COS(m Sin Fm | 


! —Sin Fm COSCm |] 


. 
econnccoeseesesesccececcoceameesessaseees | 


N 


e = +1, et pour n = 2m, ou bien 
12—01311 


178 LEÇON 21 


mm... 0 = ce — 


| COS 4 Sin Fi | 


—” 


 — sing, COS(4 | 0 


sosconcececveenmemtencree0e0eveoenme 000000000000 00 000000000008 0060060008 


(11) : — SIN Fo cos P2 | 


COS Pr SIN Pm 
U | — sin Pm_ COS Pm 


ou bien 


fe cos Ç, sin; 


—" 


— sing, COS. : 0 
. Dee et 
| — sin Pres Fos Pm-1 1 


On note que le déterminant de (10), (11) et (12) est égal à e, 
à 1 et à —1 respectivement. 

Le théorème 2 énoncé en termes de transformations orthogonales 
d'espaces ponctuels dit que toute rotation de l'espace euclidien de 


dimension n est la composée de rotations dans m =| + | plans bidi- 


mensionnels perpendiculaires entre eux et que toute rotation généralisée 
changeant l'orientation se ramène à une rotation possédant un axe 
(i.e. une droite dont tous les points restent fixes) suivie d'une symétrie 
dans un hyperplan perpendiculaire à l'axe de rotation. Toute rotation 
a un axe pour nr — 2m + 1, tandis que ce n'est pas toujours le cas 
pour xz —= 2m (on cite comme exemple les rotations (11), où ®, 
Æ 0, x quel que soit p = 1, ..., m). 

Comme une rotation sans axe (ou, plus précisément, l'opérateur 
orthogonal associé de l’espace vectoriel attaché) n’a pas de valeurs 
propres égales à 1, sa composée avec toute translation est encore 
une rotation, mais le centre de rotation n'est plus le même. On 
a une affirmation analogue pour les rotations d’axe si le vecteur 
translation n’est parallèle à aucun axe (car ils peuvent être plu- 
sieurs). Il en résulte que tout déplacement de l’espace euclidien est un 
déplacement hélicoïdal, i.e. le produit d’une rotation et d’une transla- 
tion de vecteur parallèle à un axe de rotation. 
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Fonctions  différentiables. — Hypersurfaces  différentiables. — Gra- 
dient. — Dérivées par rapport à un vecteur. — Champs vectoriels. — 
Points singuliers des champs vectoriels. — Champs vectoriels en tant 
que modules. — Champs de potentiel et champs irrotationnels. — 
Rotationnel. — Divergence des champs vectoriels. — Analyse vecto- 
rielle. — Hamiltonien. — Formules de produits. — Opérateurs com- 


posés. 


En plus que l’espace 2” des vecteurs lignes est un modèle numé- 
rique d'espaces affines ou euclidiens de dimension n, il est le domaine 
de définition des fonctions F (x,, ..., z,) de n variables. Ici la 
Géométrie et l'Analyse mathématique (la théorie des fonctions) 
chevauchent au point de faire corps. On ne s'étonne donc pas si 
c'est à l’Analyse qu'on doit l’une des premières définitions (ou 
explications) rigoureuses (et les plus importantes) des notions intuiti- 
ves d’une courbe dans le plan, d’une surface dans l’espace de dimen- 
sion 3 et, en général, d’une hypersurface dans l’espace n-dimen- 
sionnel. 

Cette définition s'appuie sur l’idée d’une hypersurface (ou d'une 
courbe pour nr —= 2) comme du « lieu géométrique» des points dont 
les coordonnées satisfont à une condition de la forme 


(1) FL. 2) 0: 


Comme il s’agit d’une courbe ou d’une surface « lisse» sans points 
anguleux, on suppose naturellement la fonction F différentiable de 


classe C°”, i.e. F admet des dérivées partielles (forcément continues) 
de tous ordres. Dans la pratique (y compris dans la démonstration 
des théorèmes), on utilise essentiellement les dérivées de deux pre- 
miers ordres, si bien que Æ sera partout supposée admettre des 
dérivées partielles continues jusqu’à un ordre À > 1 (nous resterons 
donc fidèles à un principe mathématique général selon lequel on 
doit faire autant d’hypothèses qu’on s'en propose d’utiliser). D'autre 
part, l'obligation de se surveiller constamment afin d'éviter tout 
recours aux dérivées d'ordre supérieur pousse à ne pas préciser À, 
i.e. à exiger que toutes les fonctions possèdent des dérivées partielles 
continues de tout ordre voulu. Nous dirons de ces fonctions qu’elles 
sont différentiables. 

La condition de fonction différentiable étant locale peut ne 
pas être remplie en certains points. Aussi nous considérerons les équa- 
tions (1) non dans R" tout entier, mais dans un ensemble U & R° 
ouvert (disans, dans une boule ouverte). L'ensemble des fonctions 


12» 
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x F (x) définies et différentiables en tout point x = (x, ... 
. + Zn) € VU sera désigné par .7 (U). Il est évidemment un anneau 
et un espace vectoriel (de dimension infinie) sur le corps R. 


+ + € 


S'agissant des fonctions différentiables simples (tels les poly- 
nômes), les ensembles définis par la condition (1) répondent de règle 
à l’idée intuitive de ce que c’est qu'une surface, bien qu'on se limite 
des fois à un ouvert de *". Aussi on a longtemps tenu les ensembles 
définis par (1), avec F une fonction différentiable, comme plus ou 
moins aptes à jouer le rôle d'hypersurfaces (de courbes si n — 2). 
Quelle surprise ce fut pour tous quand le mathématicien américain 
Whitney démontra il y a une quarantaine d'années le théorème sui- 
vant: étant donné un ensemble fermé C © ?" quelconque, on trouve 


sur ?" une fonction F différentiable (de classe C”) telle que F (x) = 0 
si et seulement si x E C. (On constate sans peine que la condition 
de C fermé est nécessaire. Mais voilà qu'elle est suffisante !) Ce 
théorème sera démontré au cours du troisième semestre, et nous 
nous bornerons pour l'instant à un exemple. 

Exemple. Une fonction F définie par les égalités: 


(g si [X|<1; 
F (x) -{ 


elxi-l si |x| > 1, 


avec [x| = Vzi +... + 2, est de classe C” sur ?" tout entier. 
D'autre part, l’ensemble des points x E À" tels que F (x) = 0 
forme la boule (le disque pour n =2)|x|<f. 

Avec le théorème de Whitney, on comprend la raison des restric- 
tions complémentaires ajoutées à la condition de F différentiable. 
On apprend en Analyse que la condition de régularité est que le vec- 
teur 


grad F— (À 0F 


0x, * °°" Orn 
(le gradient de la fonction F) soit non nul en tout point de l’hyper- 
surface (1), i.e. qu'au moins l’une des dérivées partielles 
0F 0F 
(2) 


Oz, * "* Orn 
diffère de 0. Cela nous conduit à la 
Définition 1. L'ensemble # des points x = (x,, ..., x,) d'un 
ouvert UCR" tels qu'on ait 


(3) F (x) = 0, 


F étant une fonction différentiable sur U, s'appelle hypersurface 
différentiable (ou régulière) dans U si au moins une dérivée partielle 
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(2) est non nulle en chaque point x € &. 


Les points de R"-! seront désignés par x, y, ... le symbole x 
représentant pour tout x = (x. ..., xz,_1, 2) de 2?" le point 
(tis + + +, Zn) de ?"-!. Etant donné un ensemble quelconque C 
de 8", on notera de même € l’ensemble de tous les points x € ?"-!, 
le point x appartenant à C. On écrira x = (x, x,) au lieu de x = 
(Di sis Les de): 

On rappelle que le graphe d'une fonction différentiable x, — 
— (x) définie sur un ouvert V «= R'-lest par définition l'ensemble 


de tous les points (x, p(x)) ER". Tout graphe est évidemment 
une hypersurface différentiable telle que U=VX"?3<" et 
F (x) = @ (x) — z, car e (x) = —1 pour tout xE VU. D 
n 

La réciproque est manifestement fausse. Par exemple. la cir- 
conférence z° + y° = 1 du plan n'est jamais le graphe d’une fonc- 
tion, tandis qu elle l’est au voisinage de chacun de ses points (ainsi, 
elle représente y = Ÿ 1 — z* au voisinage de (0, 1), la fonction 
y = —V{— 7 au voisinage de (0, —1) et x - Ÿ 1 — y” autour 
de (1, 0), auquel cas le rôle de x, incombe non à y, mais à x). 


Graphe d'une fonction différentiable 
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Il se trouve qu'une affirmation analogue est vraie pour toute 
hypersurface , i.e. on dit qu’au voisinage de chacun de ses points, 
toute hypersurface (3) est à un changement de coordonnées près le 
graphe d'une fonction différentiable. Cette affirmation constitue 
le contenu géométrique d’un résultat connu en Analyse sous le nom de 

Théorème des fonctions implicites. Soient UCR" un ouvert, 
= (2, deu 2 ) un point _ de Uet F: U—=>R une fonction 
différentiable sur U (i.e. dans F (U)) telle que 

F(x,)=0 et _ (Xo) Æ 0. 


0x 


Il existe dans R" un voisinage U, € VU de x, et une fonction x, = 
= (x) si et différentiable dans le voisinage Ü, a R'-1 de 
Xo = (Los zh 1) qui jouissent des propriétés suivantes: 

a) P (xo) =. a. 

b) (x, p (x)) E U, pour tout point x € Üo: 

c)six = (x, 2) € Us, alors F (x) 0 sous la condition nécessaire 
el suffisante zx, —= (x). Q 


mn 


o(x)< 


X 


Il paraît que les graphes des fonctions différentiables d'une et 
de deux variables répondent à l’idée intuitive qu’on se fait des courbes 
et des surfaces « lisses», si bien que, d’après le théorème énoncé, 
la définition 1 ne contredit en tout cas pas l'intuition. D'autre part, 
la classe des hypersurfaces différentiables est suffisamment vaste 
pour que le fait de la former soit justifié. 


+ +  * 
Le fait de se borner à ?" est sans importance. En effet, la notion 


d'hypersurface différentiable est généralisée par un isomorphisme 
de coordonnées 4" — R" à un espace affine (ou euclidien) quel- 
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conque £#" de dimension n, et elle reste intrinsèque (i.e. indépen- 
dante de l’isomorphisme de coordonnées). 

Quant à la notion de gradient, elle reste intrinsèque (dans #”) 
si (et seulement si) dans tout changement de coordonnées 


Ti — Ci1Y1 T nr no Criÿn» 
A 2 
Tn = Cinfi Fe. + Crnÿn 


les dérivées partielles (2) se transforment comme composantes d’un 
vecteur. Or, on constate aisément qu'il n'en est pas ainsi. 
En effet, la fonction F (x;, . . ., x,) devient par (4) la fonction 


G (ÿY:, . Un) = 
= F (CAÆUA + ja — Cniÿn: . CinY1 + . + Cnnÿn)» 


et la règle de dérivation d'une fonction composée entraîne 


i.e. dans le changement de coordonnées (4), les dérivées partielles (2) 
se transforment comme coordonnées d'un covecteur (voir leçon 4). 
Ainsi, on assimile grad F à un covecteur. 

Tout cours d’'Analvse suppose tacitement R" être un espace 
euclidien muni du produit scalaire usuel (x, y) = zy; +... 
... + Znÿn, Si bien qu'on y identifie covecteurs et vecteurs. On ne 
saurait toutefois oublier que le gradient est « bel et bien» un covec- 
teur sinon on risque de commettre des erreurs (et on les commet 
effectivement). 

& à & 


Les dérivées partielles sont un cas spécial de dérivées par rap- 
port à un vecteur qu'on définit pour tout vecteur k de 2" par la 
formule 

F(x+tk)—F(x) 


0F , 
4 = lim t ’ 


i.e. 

ôF __ dF(x+tk) 

ak = dt t=0 * 
Si k = (k,, ..., k,), on a par suite de la règle de dérivation d’une 
fonction composée : 


oF of __6F 
0k = hi ôz; +. +Ân Orn ? 
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0F 
(9) TE — (k, grad F). 


D'ailleurs, on ne s'intéresse d'ordinaire qu’au cas de | k | — 1, 
0F , CR » 

7 que c'est une dérivée 
de F dans la direction du vecteur k, auquel cas les dérivées partielles 
ne sont autres que les dérivées dans la direction des axes de coordon- 


nées. 
Selon (5), le nombre T atteint son maximum (pour | k| = 1) 


i.e. à k un vecteur unitaire. On dit alors de 


quand k est le vecteur unitaire de grad F. On dit donc que Le vecteur 
grad F a la direction de plus grande croissance de F. 

On note que le produit scalaire de la formule (5) ne signifie nulle- 
ment qu'on est en cas euclidien. En effet, le second membre de (5) 
n'est évidemment rien d'autre que la valeur sur le vecteur k de 


+ 


de x > + +. Of 2e: 
grad F considéré comme covecteur. Quant à la dérivée ZE ” 20 la défi- 


nit en général sans supposer que l’espace est euclidien. 
d *% *% 


On conçoit que grad F varie en général d’un point à l’autre, i.e. 
c'est une fonction vectorielle sur U. On donne à ces fonctions le 
nom de champs vectoriels. Voici la définition générale. 

Définition 2. Chaque famille X de nr fonctions 


xr— X;(x), ES RS à 


avec x = (x, ..., zn) € U, s'appelle un champ vectoriel sur U. 
Un champ vectoriel cest dijférentiable s'il en est ainsi de toutes les 
fonctions X;. 

Du point de vue formel, un champ vectoriel sur U n'est rien 
d'autre qu’une application différentiable U — R". 

On vient de définir un champ vectoriel « dans un esprit analyti- 
que», i.e. dans l’espace 2" à coordonnées z,, . . ., x, fixes. S'agis- 
sant de # affine (ou euclidien) quelconque, on exigerait que, dans 
un changement de coordonnées, les fonctions X; varient en chaque 
point selon la loi vectorielle. Nous nous abstiendrons de considérer 
les champs vectoriels dans #. Le fait est qu’ils présentent un défaut 
conceptuel (que nous ignorons pour le moment), et c’est seulement 
au cours du troisième semestre que nous serons à mesure de les définir 
« de façon correcte ». 

Nous nous permettons néanmoins d'écrire la formule intuitive 


(6) ( X = Xe, +...- X,e, 
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en comprenant par e,, . .., e, la base canonique (1, 0, ..., 0), ... 
..., (0, ..., 0, 1) de l’espace ?”". 
Avec ces notations, on a en particulier 


0F 0F 
grad Fe; + és. on ee 


* *X * 


Définition 3. Un point x, € U est un point singulier d’un champ: 
vectoriel (différentiable) X si X; (xo) = 0 pour tout i —1, ...,n, 
i.e. Si À (xo) = 0. 

On souligne que la propriété d'un champ d'être différentiable 
est conservée en tout point singulier. 

Ainsi, l'ensemble de points x € U teis que F (x) = 0, F étant une 
fonction différentiable, est une hypersurface différentiable s'il ne con- 
tient aucun point singulier du champ grad F. C 

D'ailleurs, le nom d'hypersurface reste attaché à cet ensemble 
même s'il renferme des points singuliers à condition que ceux-ci 
«ne soient pas trop nombreux» (sinon on aboutirait à un fermé 
quelconque par le théorème de Whitney). On suppose d'ordinaire 
que les points singuliers (à propos, ils s'appellent les points singuliers. 
de l'hypersurface F — 0) sont isolés ou remplissent au moins une ou 
plusieurs « surfaces de dimension inférieure». 

Exemple. Le gradient de la forme quadratique 


F(x)=mr +... Hier, 20, ...,2, O0, 


est représenté par la formule 
grad F = (21,2, . .., 2À,7,) 


et admet un point singulier (0, . .., 0) unique. Aussi l’hypersurface 
non dégénérée du second degré 


Atzi+...+Antn = 1 
(qui est un ellipsoïide ou un hyperboloïde) ne présente pas de points 
singuliers, i.e. c'est une hypersurface différentiable au sens de la 
définition f. 
Le cône du second degré 
l4zi + . + 2,zxi = 0 


possède par contre un point singulier unique qui est le sommet. 
(0, ..., 0). 
Les points singuliers du cylindre sur le cône 
Mt +...+axzi=0, À%Æ0,...,2, 0, 


remplissent avec eux le plan x, = 0, ..., x, — O0 de dimension 


n—r. 
+ à * 
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On définit pour les champs vectoriels une opération d’addition 
X+Yh x = Xi) +Yi(x, i=1,...,n, 
et une opération de multiplication par des fonctions 
FX): x =f(R) Xi: (x), i=1,...,n. 


On vérifie automatiquement que l'ensemble T (U) de tous les champs 
vectoriels différentiables sur U est pour ces opérations un module sur 
l'anneau F (U). D 

Il nous paraît opportun d'introduire une définition algébrique 
générale. | 

Soient À un anneau quelconque et M un module sur A. Une 


famille m,, ..., m, d'éléments de 9 en constitue une base si l’on 
associe à tout m € M des éléments bien définis À, . .., À, de A 
tels que 


m — AU + ._. o + AnMn: 


Contrairement aux espaces vectoriels (qui sont des modules sur un 
<orps), tout module sur l’anneau \ n’a pas de base. Un module ayant 
une base est dit libre. Si un module libre a toutes ses bases cons- 
tituées d’un même nombre n d'éléments, on dit que le module M 
possède un rang et que ce rang est égal à n. On trouve en général des 
anneaux tels que des modules libres sur ces anneaux n’ont pas de 
rang, mais ceux-ci sont nécessairement non commutatifs (essayer de 
démontrer !). Aussi tout module libre sur l'anneau .} (U) possède 
en particulier un rang. Q 

Chaque vecteur e; de la formule (6) s'interprète comme étant 
un champ vectoriel qui a toutes ses composantes =0 à part la 
i-ième qui est identiquement 1. La formule (6) signifie dans ce 
cas que les champs e;,, ..., e, forment une base du module TZ (U), 
ce qui démontre qu'étant donné un ouvert U © ®" quelconque, 
Je module Z (U) des champs vectoriels sur U est un module libre de 
rang n sur l'anneau F (U). O 

D'autre part, le module ZÆ (U) est évidemment, à l'instar de 
l'anneau .Ÿ (U), un espace vectoriel (de dimension infinie) sur ?”. 


+ + * 


L'application F — grad F de l'anneau .7 (U) dans le module 
ZT (0) change, on le constate facilement, toute somme en une somme 
et tout produit par un nombre en un produit par un nombre, i.e. 
c'est une application linéaire (un homomorphisme) de l’espace vec- 
toriel # (U) dans l’espace vectoriel Z (U). Appliquée au produit 
de fonctions, elle opère par la formule 


(7) grad : (FG) = F grad G + G grad F 
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(ce résultat provient de suite de la formule de dérivation des pro- 
duits). 
Le noyau de l'application linéaire 


grad : F+-+ grad F 


est évidemment constitué de fonctions constantes localement, i.e. de 
fonctions qui sont constantes sur chaque composante connexe de 
l'ensemble U. 

L'image de l'application grad ne coïncide en général pas avec 
TZ (U). 
Définition 4. Un champ vectoriel de la forme grad F s’appelle 
champ de gradient ou champ de potentiel. Si X = grad F, la fonc- 
tion F est le potentiel du champ X. Le potentiel (quand il existe) 


est défini de façon unique à une fonction constante localement près. 
Si 


OX; OX); 
(8) Ôr;j  Ôr; 
pour tout iet tout j (à, j — 1, ..., nr) partout dans L”, le champ (6) 


est dit irrotationnel. On vérifie de suite qu'un champ de potentiel 
; : k ON ; 0°" AU 
est nécessairement irrotationnel. En effet, ue sn et 21) = 
Tj Oxj0r); Ôr; 
0°F Lg OF ee. # Ld Ld e # e 
MTS si À; ET Or, la propriété connue des dérivées partielles 


9°F 0°F 
Ôx;ôx; Orjôr; Ù 

En Analyse, on substitue souvent au champ (6) l'expression dif- 
férentielle X,dz, —...——X, dx, qui devient la différentielle 
totale dF d'une fonction F sous la condition nécessaire (8). Nous 
reverrons ce problème au cours du troisième semestre. 

Les conditions (8) ne sont en général pas suffisantes, i.e. tout 
champ irrotationnel n’est pas de potentiel. Il l’est seulement pour U 
simple tel l’intérieur d’une boule ou d’un cube. Quant aux domaines 
U & 28" arbitraires, leur complexité se mesure à la dimension de 
l'espace quotient de l'espace vectoriel des champs irrotationnels par 
l'espace vectoriel des champs de potentiel. (Pour les détails, on 
attendra le troisième semestre.) 


+ *% + 


mixtes entraine 


Dans le cas r — 3, les champs irrotationnels sont susceptibles 
d’une description plus facile. Nous supposerons donc partout dans 
la suite de la leçon que x — 3, et nous désignerons traditionnelle- 
ment par u, v, ... les champs vectoriels de 3°. Convenons des 
notations suivantes: P, Q, R, composantes d’un champ u (ce sont 
les notations d'usage); x, y, z, coordonnées Z;, Ze, Z3 dans ?°; 
i, j, k, vecteurs de base unitaires e,, e:, e,; r, vecteur zi + yi + 
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+ zk. Le symbole U désignera une fois de plus un ouvert U = *?3 
dans lequel tous nos champs et toutes nos fonctions sont définis 
(et différentiables). 
On note qu'avec ces notations, 
: 0F . OF. OF 
(9) grad / rit it k 
Définition 5. On appelle rotationnel du champ vectoriel 
u = Pi -— Qj :; Rk, 
et on note rot u, le champ vectoriel défini par 
| _ [98 d0 1. 0 4R\, 0Q  àP 
(10) rotu = (— FE jit(s-) i+(< )K 


(la notation curl u très répandue naguère est presque abandonnée). 
Il est clair que l'application 


rot: LU) — TZ (U) 


est un homomorphisme (un opérateur linéaire). Les éléments de son 
noyau ne sont autres que les champs irrotationnels, et dire que tout 
champ de potentiel est irrotationnel, c'est dire que 


(11) rot grad F = 0 


pour toute fonction F €. (L'). 
Exemple 1. Un champ de la forme 


u = f(r)r, 


où r — | r | et / est une fonction quelconque différentiable (pour 
r > 0), est dit central. Il est défini et différentiable partout, sauf 
au point (0, 0, 0). On a pour ce champ 


-P=ft)z Q=f()y, R=f()3z. 
D'autre part, on a de suite en dérivant r = V2x° + y° + z°: 
or 


es 21 SEE - 
0 Fr? dy r° dE  r 
Par conséquent. 
OP __,, CRE 0P ; zy 0P LES 
ed (Jr), ons (De RS, 
1 90 __yr Ty 0Q , y 0Q ; yz 
(12 FE | (r) —. on | EF) + f(r), à= = f"(r) F * 


4R , TE ÿ 2 ; =2 
lOE, ro, Less oi+io. 


Aussi on a, eu particulier, 
oR __ 0 dP __ôR 0Q _ aP 


94 j: * 03 dr?” Ôr Ôôy? 
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i.e. rot u = 0. Ainsi, tout champ central est irrotationnel. Il y a plus. 
Chaque champ central dérive d'un potentiel. En effet, on pose 


F (r) — \ rf(r) dr, 
1 
il vient de suite u = grad F. O 


Si, en particulier, f (r) =+ et, partant, | u | = (champ de 


Ce | 
ARS 


pesanteur d'un point matériel), alors on a F (r) = —— à une cons- 
tante près (potentiel newtonien). 
Exemple 2. Soit 
P= y, Q=x R=0 
(champ de vitesses d'une rotation plane), auquel cas 
rot u = 2k. 


Champ de vitesses d'une rotation plane 


L'opérateur rot agit sur le produit d’un champ vectoriel par une 
fonction suivant la formule 


(13) rot (Fu) = Frotu + gradF Xu 


qui est vérifiée de façon directe. 

Le produit vectoriel de deux champs de (13) est naturellement 
considéré comme champ obtenu par multiplication vectorielle en 
chaque point des valeurs des facteurs. 
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Un champ de rotationnel (qui est donc de la forme rot u) est 
dit solénoïdal. Si v = rot u, le champ u s'appelle le potentiel-vecteur 
de v. Il est défini de façon unique à un champ irrotationnel près, 
i.e. à un terme de la forme grad F pour U simple. 


+ + # 


Définition 6. On appelle la divergence du champ vectoriel 


et on note div u, la fonction 
0P , 60 , OR 


4 Ar PR NT T 


Si div u est identiquement nul, alors u est un champ sans source. 
Exemple 3. S'agissant du champ central u = f(r)r, on a 


(15) divu = 3f(r) + rf'(r) 


(voir (12)). Si f (r) = _ , alors div u = 0. Ainsi, le champ de forces 


dérivant du potentiel newtonien est sans source. 
Il est immédiat d'établir que 


div rotu = 0 


pour tout u ET (U). Ainsi, un champ solénoïdal est nécessairement 
un champ sans source. [] 

Comme plus haut, la réciproque n'est vraie que pour des domai- 
nes suffisamment « simples», et la dimension de l’espace quotient 
de l’espace vectoriel des champs sans source par l’espace vectoriel 
des champs solénoïdaux détermine le degré de complexité de U 
concerné. 

L'application 

div: TZ (U) => F (0) 


est manifestement linéaire, et on vérifie de suite que toute fonction 
FE.F (U) et tout champ u € Z (U) satisfont à 
(16) div (Fu) = F div u + u grad F. 


Nous avons donc défini trois applications linéaires 
FU) ES TU) TU) SF (0) 
jouissant des propriétés (7), (13), (16) respectivement et telles que 
les composées rot + grad et div o rot soient nulles. 
*k + * 
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La théorie de ces applications linéaires constitue l'Analyse vec- 
torielle. Elle est d’un intérêt capital pour l’électromagnétisme théo- 
rique. 

Chaque champ électromagnétique (par exemple, la lumière} 
est défini en chaque point du milieu par deux vecteurs, le vecteur 
intensité du champ électrique E et le vecteur intensité du champ 
magnétique H. Ces vecteurs sont des fonctions de points et de temps 
t, et on les définit complètement connaissant la densité de charges 
électriques p et la densité de courant j. Les grandeurs E, H,p et j 
sont reliées par les équations de Maxwell qui s’écrivent (dans un sys- 
tème d'unités correspondant) 


div E = 4np, div H=0, 
1 ôH { dE 4x. 
TS 


c étant la vitesse de la lumière. Les équations de Maxwell constituent 
l'assise de la théorie de l’électromagnétisme, et elles sont en parti- 
culier la clef de voûte de l’optique et de la radioélectricité. C’est 
en fait pour permettre leur étude plus approfondie que l’Analyse 
vectorielle est née. Aujourd’hui, elle rend de grands services dans 
d’autres branches scientifiques (disons, en mécanique des milieux 
continus) sans parler de son intérêt mathématique certain. 

Les chapitres les plus captivants de l’Analyse vectorielle relèvent 
des formules intégrales (dont nous nous occuperons pendant le troi- 
sième semestre). En attendant, nous nous bornerons à des formules 
simples qui ne contiennent pas les intégrales. 


+ XX * 


Il y a intérêt à établir ces formules à l'aide du vecteur-champ 
symbolique de Hamilton 


0 -. 4 ., 0 
Ver LESC k. 


FA 
Si l’on prend pour produit, disons, du symbole _ par une fonction P 


se ; oP rs 
la dérivée partielle ==, on considère le second membre de la for- 


mule (14) pour div u comme étant le produit scalaire du champ V 
par le champ u. Ainsi, 


div u = Vu. 


On représente de même rot u par le produit vectoriel 


rotu = V X u. 
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Soit dit en passant, cela permet d exprimer rot u de façon élégante 
par le déterminant 


i  j k 
ot u — 4 La La 
OUT SE ay 0: 

PQ R 


Quant au champ grad F, on l'écrit comme produit de V par F: 
grad F = VF 


en mettant le facteur numérique après le vecteur. 


k *X *% 


Soient a et b qui sont, ou bien des fonctions, ou bien des champs 
vectoriels. On définit pour ces objets mathématiques plusieurs opé- 
rations de multiplication (si a et b sont par exemple des champs 
vectoriels, on les multiplie soit scalairement, soit vectoriellement). 
Soient » et : deux opérations de multiplication telles que le pro- 

i 


duit As(a+b) ait un sens. 
{ 9 


La règle usuelle de dérivation d'un produit dit que la dérivée 
du produit de deux termes est égale à la somme des produits de cha- 
cun des termes par la dérivée de l’autre. Il est clair qu'on procède 
de même pour l'« opération» V. Aussi 


À t 
(17) VS DEV eNES DVEIREb)S 


la flèche verticale repérant le terme soumis à l’action de V. 
Supposons que c et b sont des fonctions F et G respectivement 
(si bien que l'opération + est une multiplication des fonctions et - 


une multiplication d'un champ vectoriel par une fonction). On : 
V(FG) = V (FG)+ V (FG). 
Î | 
Mais il est évident que V (FG) = F (VG) et, de même, V (FG) = 


= G(VF). Par conséquent, 
V (FG) = F (VG) + G (VF). 


Ce n’est rien autre que la formule (7). 
Si a est une fonction F et b un champ u, alors (17) donne lieu 
a deux formules 


Y (Fu) = V (Fu) + v (Fu) 
‘et 


VX(Fu)=vx (Fu) +V X (Fu). 
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: } 
Dans la première, V (Fu) = F (Vu) et V (Fu) = (VF) u, de sorte 
que 


V (Fu) = F (Vu) + (VP) u. 
C'est (16). 


L Ÿ 
On a de même V X (Fu) = F (V X u)et V X (Fu) = (VF) X u 
dans la seconde formule obtenue à partir de (17). Aussi 


VX (Fu) =F(VX uw) + VF X u. 


C'est l'égalité (13). 
Plaçons-nous enfin dans le cas où «a et b sont des champsu et v, 
il vient trois formules nouvelles 


(17a) V (uv) =Y (uv) + V (uv), 
(17b) V(u X v)=V(u X v)+V(u x v), 
(17) VX (UXV)=V X (u XV) X (ù X v). 


C'est la deuxième formule qu’on explique le plus facilement. En 
effet, on utilise les propriétés du produit mixte et on a de suite 


4 4 4 
V(uXv)=Vuv=—uVv= —uVvv——u(Vx v) 


et 
{ Î ? 
V(uxXv)=Vuv=vvu=vvu=v(Vxu) 
La formule (17b) équivaut donc à 
(18) div (u X v) = (rot u) v — u rot v. 


On conçoit que ce « donc» est on ne peut plus con ventionnel. En 
effet, nous n’avons pas justifié le fait d’avoir muni les produits con- 
tenant V des propriétés du produit mixte. En plus que cette justi- 
fication nous entraînerait trop loin, elle exigerait qu’on légitime 
plus sérieusement la formule de départ (17) que nous avons, à vrai 
dire, acceptée sans démonstration. Aussi tout ce que nous avons dit 
plus haut n’est rien d'autre que des considérations mneumoniques 
ou, au mieux, heuristiques qui permettent de réunir en (17) les for- 
mules (7), (16), (13) et (18) primitivement autonomes. Quant à la 
démonstration formelle de celles-ci (et, en particulier, de la formule 
nouvelle (18)), il ne nous reste qu’à les vérifier directement une à une. 

Les formules (7), (16), (13), (18) n’épuisent pas (17): les formules 
symboliques (17a) et (17c) sont encore à déchiffrer. A cet effet, 
13—01311 
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nous avons besoin du 
Lemme. On a pour trois vecteurs a, b, c quelconques 


(19) ce X (a X b) = (cb) a — (ac) b. 
Démonstration. Prenons un repère orthonormé i, j, k tel que 
a soit colinéaire à i et que b soit coplanaire avec i et j. Alors 
a — Gi, 
b = bi + b:i, 
ce = Ci + col + csk, 


a *X b — (a1b:) k, 
c X (a X b) — (aibsce) i — (bac) j. 


donc 


D'autre part, 
cb = cb, + cb, ac = a;c, 
si bien que 
(cb) a — (ac) b = (c1b1 + Cabo) Gui — ci (bai + b,i) = 
— (Ceb2@) i — (acide) j. 

Par conséquent, € X (a X b) — (cb) a — (ac) b. O 

On se servira du lemme si l’un des facteurs est le champ vecto- 
riel Y, i.e., cette fois encore, dans des buts purement mneumoniques 
et heuristiques. Les formules obtenues seront correctes si nous don- 
nons en outre une interprétation à aV, avec a = Ai + Bj + Ck 
un champ vectoriel, autre que Va — div a qui s'impose, i.e. si 
nous renonçons pour le champ symbolique V à la commutativité 
de la multiplication scalaire. 

Plus précisément, nous considérerons aV comme opérateur agis- 
sant sur le champ vectoriel u = Pi + Qj + Rk selon la formule 


9P ô 
(av)u= 4 +8 + C ae à 


« 


Avec cette convention, nous obtenons à l’aide de (19) 
J 
VX (uxXv)=(Vy)u—(uV)v= (div v)u—(uY) v, 


VX (u X V)—(vV)u—(Vu)v=(vV)u—(div u)v, 
et la formule (17c) aboutit à 
(20) rot (u X v) = (VV) u — (uV) v + (div v) u — (div u) v. 
On traite de même (17a) en récrivant (19) 
c X (a X b) = a (cb) — (ca) b, 
il vient 
u X (VX v) = V (uv) — (uÿ) v 
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et 


è 
VX(VXu)=Vi(uv)—(vV)u, 
donc, 


? î 
V(uv)+V(uv)=uX(VXv)+vx(Vxu)+(vV)u+(uv)v. 
Ainsi, la formule (17a) fournit 


(21) grad (uv) = u X rot v + v X rot u + (vV) u + (uV) v. 


Comme pour (7), (16), (13), (18), on démontre formellement les 
formules (20) et (21) par des calculs directs. 


x + * 
Les composantes des opérateurs grad, rot et div sont reliées 


elles aussi par des relations intéressantes. 
On sait que 


rot o grad = 0, 
div o rot = (. 
On observe que l’hamiltonien réduit ces formules à l'affirmation 
« le produit vectoriel de deux vecteurs identiques est nul: 
rot (grad F) = V X (VF) = (VX V)F=0 
et 
div (rotu) =V(V X u) = (V X V)u = O0». 
Un rôle particulièrement important incombe à l’opérateur 
À = dive grad 
qu’on considère comme étant le carré scalaire V* de l’hamiltonien. 


On l’appelle l'opérateur de Laplace (ou le laplacien). Il opère de 
F (U) dans F (U) conformément à la formule 


ô3F 9°F °F 
AF FE or 


”  ôzx® 


On écrit en termes de laplacien les équations fondamentales de la 
physique mathématique (qui font l’objet d’un cours universitaire 
spécial). 

Une fonction F est dite harmonique si AF = 0. Un exemple en 
est le potentiel newtonien F = — L (voir plus haut). Le cours d’équa- 


tions de la physique mathématique enseigne que toute fonction har- 
monique est un potentiel du champ gravitationnel d'une masse. Ce 
résultat à lui seul suffit pour situer les fonctions harmoniques en 
physique (donc en mathématiques). 


13% 
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On applique l'opérateur À aux champs vectoriels en le faisant 
agir sur chaque composante prise séparément : si u = Pi + Qj + 
—+ Rk, alors 

Au — (AP) i + (AQ) j + (AR) k, 


auquel cas 
rot ° rot = grad © div — A. 


En effet, le lemme implique 
rot (rot u) = V X (V X u) = V (Vu) — (VV)u. D 


On écrit d'autres expressions différentielles. Etant données 
deux fonctions F et G quelconques, on définit par exemple le produit 
scalaire de leurs gradients: 

0F 0G 0F 0G 0F ÔG 


A(F, G)=grad F grad G=———— A ae 


qui porte le nom de paramètre différentiel mixte de Beltrami des fonc- 
tions F et G. On a en particulier pour F = G 


au qd nr (3574 (AE) (EN 


Ce carré scalaire du gradient s'appelle le premier paramètre diffé- 
rentiel de Beltrami de la fonction F. 

Le produit mixte des gradients de trois fonctions est par défi- 
nition le paramètre différentiel de Darboux. Il n'est rien d'autre 
que le jacobien de la transformation définie par trois fonctions don- 
nées, ce qui explique l’emploi très restreint du terme. 
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Courbes continues. différentiables et régulières. — Courbes équivalen- 
tes. — Courbes régulières dans le plan et graphes des fonctions. — Hy- 
perplan tangent à une hypersurface. — Longueur d’une courbe. — 
Courbes dans le plan. — Courbes dans l’espace de dimension 3. 


Si l'on définit la notion d’une courbe considérée comme trajec- 
toire d’un point mobile, on aboutit à la 

Définition 1. On appelle courbe continue dans l’espace euclidien 
(ou affine) 6 de dimension nr l’application continue 


(1) x: Ér x (i) 


d’un segment [a, b], a << b, de l’axe des t dans l’espace € (on sous- 
entend que les points de € sont caractérisés par leurs rayons vec- 
teurs par rapport à un point O fixe). 

La continuité des applications (1) a un sens parce que l’espace 
euclidien 6 est un espace métrique. On montre sans peine (le faire !) 
que cette propriété de (1) est équivalente à la continuité de n fonc- 
tions numériques 


(2) mitmaz(t, i=1,...,n, 


où TZ (ét), . . ., z, (t) sont les coordonnées du vecteur x (f) dans une 
base quelconque. Comme la base est à priori indépendante de la 
métrique (car elle n’est pas orthonormée), l'application (1) continue 
pour une métrique l’est dans toute autre. Ainsi, la propriété consi- 
dérée de (1) est indépendante de la métrique, i.e. c’est une propriété 
affine. Autrement dit, les applications continues (1) ont également 
un sens dans le cas de & affine (i.e. dans un espace non métrique). 
Cf. I.12, déf.1. 

Le lecteur a certes fait connaissance avec la définition 1 (en termes 
de ?") par le cours d'Analyse. 

On souligne qu'une courbe continue est par définition non un 
ensemble de points, mais une application ; n'empêche que le voca- 
bulaire utilisé le contredit constamment. On dit par exemple que 
la courbe (1) passe par le point x, s’il existe une valeur t, (qui n’est 
en général pas unique) du paramètre t telle que x (£,) — x,. Le point 
x (a) s'appelle le point initial de (1) et x (b) en est le point final. On 
dit également que la courbe (1) joint le point x (a) à x (b), et ainsi 
de suite. - 
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On appelle des fois support de la courbe (1) l’ensemble de tous 
ses points, i.e. l’image de [a, b] par l’application (1). 

La définition 1 a été proposée au XIX£® siècle par Camille Jor- 
dan. Jordan avait la conviction (partagée d’ailleurs par tous les 
mathématiciens de l’époque) que sa définition reflétait suffisamment 
bien l’idée intuitive qu’on a d’une courbe. Cette conviction n’a 
pas fait long feu. La construction par Peano d’une courbe continue 
qui passe (plusieurs fois en général) par chaque (sic!) point d’un 
carré a fait l’effet d'une bombe. Car on a compris que la condition 
de continuité à elle seule ne suffit pas. 

Dans la leçon 22, nous avons défini une fonction F différentiable 
sur un ouvert U € R". Considérons un ensemble € & ®' arbitraire 
et une fonction f définie sur C. Nous dirons que f est différentiable 
sur C s’il existe un ouvert U € R"et une fonction F différentiable 
sur Ü tels que CE U et 

j = Fle- 


Etant donnée une fonction {+ zx (t) définie sur [a, b], nous l’ap- 
pellerons en particulier différentiable s’il existe, sur un intervalle 
ouvert contenant [a, b], une fonction différentiable qui coïncide 
avec x (t) sur la, bl. 

Définition 2. L'application (1) s'appelle courbe différentiable 
dans € si les fonctions coordonnées (2) sont des fonctions différen- 
tiables sur [a, b]. 

La définition est évidemment intrinsèque (i.e. indépendante du 
système de coordonnées). 

On définit pour toute courbe (1) différentiable et tout # € [a, b] 
une limite 


3 x’ li X(t+At)—x (t) 
(3) x° () Re 


appelée vecteur tangent à la courbe (1) au point £ (ou au point x (£)). 
Ses coordonnées sont visiblement les dérivées 


(4) Ti(t), -.., En (1) 
des coordonnées (2) du vecteur x (f). Au lieu de (3) on emploie égale- 


ment la notation 20. 


On répète le procédé autant de fois qu’on le veut et on obtient 
x” (t), x” (t), .- -., dont les coordonnées sont les dérivées corres- 
pondantes des fonctions (2). 

On constate sans peine que si une courbe continue (1) admet une 
limite (3), cela entraîne l'existence des dérivées (4). Ainsi, la con- 
dition de (1) différentiable équivaut à exiger l’existence des dérivées 
x’ (é), x” (t), . .. de tout ordre (voulu). Le fait confirme l'indé- 
pendance de la condition de fonction ou de courbe différentiable 
vis-à-vis du système de coordonnées. 


# 
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Les courbes différentiables (plus précisément leurs supports) 
répondent en gros à l’idée intuitive qu’on a d’une courbe. On mon- 
trera au cours du troisième semestre qu'une courbe différentiable 
ne passe en tout cas pas par tous les points d’un carré (et même que 
l’ensemble de tous ses points, i.e. le support de la courbe, est un 
« ensemble de mesure nulle»). D’autre part, une courbe différentiable 
peut ne pas être « lisse» du tout et présenter des points anguleux 
(comme, par exemple, la courbe plane x = &*, y — 13). Pour éviter 
ces cas pathologiques, on introduit la 

Définition 3. Une courbe (1) différentiable est dite régulière 
si x'({)} 0 pour tout tE la, bl. 

On verra que la notion de courbe régulière suffit complètement 
pour se représenter intuitivement une courbe « lisse». En attendant, 
on se propose d'examiner une question importante. 


* + + 


Géométriquement, les définitions 1 à 3 ont un défaut majeur, 
à savoir les « courbes» ainsi introduites ne sont pas des ensembles. 
D'autre part, définir une courbe comme image de [a, b] par une 
application continue (différentiable ou régulière) de ce segment dans 
l'espace € est absolument incorrect pour plusieurs raisons. On donne 
une interprétation plus géométrique et plus intuitive d’une courbe 
(qui est de plus d’une exploitation fructueuse) avec la 

Définition 4. Deux courbes 


x: txt), x: tt Xi (bu); 


avec a<t< bet a < t1 L b, respectivement, sont dites équiva- 
lentes s’il existe une fonction 


(5) pi: é— (1) 


telle que p (a) = a, p (b) = b, et x (é) = x, (p (t)) quel que soit 
tEla, b]. On dit de la fonction (5) que c’est un changement de para- 
mètre sur é. 

Il est clair que deux courbes équivalentes ont même support. 

Les classes de courbes équivalentes s'appellent les courbes non 
paramétrées. Ce sont les courbes de certains auteurs (surtout des 
traditionalistes), tandis que les courbes au sens des définitions 1 à 3 
sont pour eux les courbes paramétrées ou les chemins. Intuitivement, 
passer à une courbe équivalente c’est modifier la vitesse à laquelle le 
point parcourt la même trajectoire. On conçoit que le changement de 
vitesse ne peut être quelconque. Soit, par exemple, une courbe 
continue. On demande en principe que la fonction œ soit un homéo- 
morphisme (i.e. une bijection bicontinue) du segment [a, b] sur 
le segment [a,;, b,l. Aütrement dit, on impose à q d’être continue 
et strictement monotone (auquel cas la fonction réciproque existe 
et est continue). Dans le cas contraire, la relation entre les courbes 
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au sens de la définition 4 n’est en général pas une relation d’équi- 
valence sur l’ensemble de toutes les courbes, d’où l’impossibilité 
d'introduire les classes de courbes équivalentes. On peut cependant 
faire l'hypothèse de fonctions (5) non strictement monotones (si 
bien que les fonctions réciproques sont discontinues) pourvu que la 
courbe # > x, (p (é)) reste continue pour q discontinue. Cela signifie 
que le point mobile est autorisé à marquer un temps d'arrêt et que, 
inversement, un point stationnaire, puis animé d'un mouvement 
équivalent, brûle cette étape. IL y a plus. Avec une définition 4 plus 
compliquée, on suppose (5) non monotones quelconques (ce qui permet 
un mouvement rétrograde du point). Toutes ces questions sont étu- 
diées en détail en Analyse. Fidèles à notre tactique générale, nous 
nous bornerons pour notre part aux changements de paramètre régu- 
liers, i.e. à des fonctions (5) différentiables telles que 


op’ (> 0 pour tout 1€ [a, bl. 


Cela garantit la condition de régularité dans les changements de 
paramètre. 

Il ne faut pas surestimer l'intérêt de la notion de courbe non 
paramétrée car, primo, elle est d’une unité (d’une « équivalence») 
plus compliquée que la notion de courbe paramétrée, et, secundo, 
elle ne traduit quand même assez bien l’idée intuitive d’une courbe 
en tant qu'ensemble ponctuel (deux: courbes ayant même support 
ne sont pas nécessairement équivalentes). Si, au début de notre 
siècle, on préférait nettement la notion de courbe non paramétrée 
qui serait la plus susceptible —d'une interprétation géométrique sen- 
sible, ces dernières années, on voit s’affermir la tendance à mettre 
au premier plan les courbes paramétrées. En effet, il s’agit d’un con- 
cept plus simple et, chose essentielle, ce sont justement les courbes 
paramétrées qui interviennent dans les constructions mathématiques 
réelles. Cela explique en particulier pourquoi le nom de courbe a été 
naguère donné aux courbes non paramétrées, tandis qu'aujourd'hui 
on le donne de plus en plus souvent aux courbes paramétrées. 

On ne saurait certes oublier que de nombreuses notions et cons- 
tructions naturelles et commodes ne sont pas conservées par passage 
aux courbes équivalentes, si bien qu'il est impossible de les définir 
pour les courbes non paramétrées. C’est par exemple le cas du vecteur 
tangent qui est dans ce passage multiplié par œ” (é). Cette circons- 
tance oblige jusqu'aux plus chauds partisans des courbes non para- 
métrées à les abandonner dans la pratique pour les courbes para- 
métrées tout en expliquant leur trahison par le caractère « naturel» 
du paramètre introduit (voir plus bas). 

Aussi nous nous occuperons essentiellement des courbes para- 
métrées, et les courbes équivalentes ne nous intéresseront qu’au fur 


et à mesure. 
+ + + 


LEÇON 23 201 


Maintenant nous sommes à même d'établir à quel point la notion 
de courbe régulière concorde avec l’idée intuitive qu’on a d’une. 
courbe. On se place dans le plan (ce qui simplifie l’exposé), et on 
désigne une fois de plus les coordonnées dans le plan par les lettres. 
Z, y. 
Le graphe d’une fonction différentiable quelconque y = y (x} 
est le support de la courbe régulière 


x = À, y = y (t), 


que nous appellerons par abus de langage le graphe de y (zx). 

Quelles courbes planes répondent à l’idée intuitive d’une courbe: 
« lisse»? On exige visiblement que 

a) le graphe de toute fonction différentiable (pour toute position 
des axes de coordonnées) soit une courbe « lisse», 

b) une courbe (régulièrement) équivalente à une courbe « lisse»- 
soit une courbe « lisse», 

c) une courbe est « lisse» si et seulement si elle l’est localement, 
i.e. au voisinage de chacun de ses points. 

La plus petite classe de courbes vérifiant ces conditions est 
formée de courbes localement équivalentes (i.e. équivalentes au voi- 
sinage de tous leurs points) aux graphes des fonctions différentiables. 
(variant d’un point à l’autre). Il est clair que ces courbes sont régu- 
lières. La réciproque est également vraie (ce qui justifie du point de 
vue intuitif la formation de la classe des courbes régulières). Ainsi, 
toute courbe plane régulière est localement équivalente au graphe d'une 
fonction différentiable. 

En effet, si la courbe 


(6) z=zx(t), y=yt(t), a<t<b, 


est régulière, alors on a pour tout point #, € la, b], ou bien x’ (t,) = 
Æ 0, ou bien y” (£,) = 0. On suppose, pour fixer les idées, que: 
z” (to) 5 0, auquel cas le théorème des fonctions implicites (appliqué: 
à F (x, t)=zxz— zx (t)) entraîne que t-— zx (t) est localement inver- 
sible, i.e. il existe un voisinage U, de t, et un voisinage V, de x, = 
= Z (to) tels que t + x (t) établisse la bijection VU, — V,, la fonction. 
inverse zr-+>#(x) étant différentiable. Cela étant, &’ (x) = O pour 
tout z € V,, de sorte que si £” (x) > 0 sur V,, alors x x (f) est 
un changement régulier sur le paramètre pour (6) dans U,. Dans cette 
application, la courbe (6) devient (dans le voisinage U,) une courbe 
équivalente qui représente (sur V,) la fonction différentiable y — 
= y (t (x)). Dans le cas de £” (x) << 0 sur V,, on prend pour nouveau 
paramètre —zx (i.e. on inverse la direction de l’axe des abscisses). 
Soit enfin z’ (to) = 0. Le nouveau paramètre est ici y (ou —y). O 

On note que la propriété locale de l'affirmation est établie « rela- 
tivement à un paramètre», i.e. on considère la restriction de la courbe: 
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à un voisinage du point ?, € la, bl. S'agissant du voisinage du point 
(z (to), y (to)) du plan, l'affirmation analogue n’a pas de sens. 
Exemple. La courbe 
_ e(i—1} __ 8 (1—1) 
Tai hit, 73e 


appelée folium de Descartes passe par le point (0, 0) pour & = 0 et 
pour £ = 1. Au voisinage de { — 0, elle est équivalente au graphe 
d'une fonction y = y (x), et au voisinage de { = 1 elle l’est à celui 
de x = x (y). Dans le plan au voisinage de (0, 0) cette courbe (plus 
précisément, son support) est la réunion de deux graphes. 


} 


Folium de Descartes 


Le point (0, 0) est le zœud du folium de Descartes, et deux 
graphes constitutifs de la courbe au voisinage du nœud en sont les 
branches. Nous ne nous proposons pas d’insister sur ces questions car 
nous nous bornerons dans la suite à l’étude locale des courbes sur 
des portions suffisamment petites de l’axe des # (i.e. au cas où les 
courbes sont équivalentes aux graphes). Aussi on observe seulement 
que si les courbes régulières (plus précisément, leurs supports) ne 
sont pas des hypersurfaces régulières dans le plan au sens de la défi- 
nition 1 de la leçon précédente, la cause en est la présence de nœuds. 
D'ailleurs, nous ne pouvons pas affirmer pour le moment (si ce n’est 
pas pour le cas local) que le support de chaque courbe plane dépour- 
vue de nœuds est une hypersurface régulière ni que, inversement, 
toute hypersurface régulière dans le plan est le support d’une courbe 
régulière (qui est forcément sans nœuds). Ces questions seront étu- 
diées dans leur généralité naturelle pendant le troisième semestre. 


+ + % 
Conformément au vocabulaire de la théorie des courbes, nous 
dirons que la courbe (1) est située sur l’hypersurface 
(7) F (x) =0 
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de l’espace € si F (x (t)) — 0 quel que soit t € la, b], i.e. si le sup- 
port de la courbe appartient à (7). 

Définition 5. Un vecteur a est dit tangent à l'hypersurface (7) 
en son point x, Si l'hypersurface contient une courbe £—+> x (é) 
passant par x, pour { = #, telle que a soit un vecteur tangent à cette 
courbe au point £,, i.e. si a — x” (£o). 

Soient 7° l’espace vectoriel associé à l’espace ponctuel (qu’on sup- 
pose euclidien pour fixer les idées) € et #,, l’ensemble des vecteurs 
tangents à (7) (supposée régulière) en son point x. 


Vecteur tangent 


Proposition 1. L'ensemble x, est un sous-espace de dimension 


n — 1 de 7” constitué de tous les vecteurs orthogonaux au vecteur 
grad F (x): 


Hx,={a€7':a grad F(xo) = 0}. 


Démonstration. Si a € 9, alors il existe une courbe £ —+ x (4), 
a<t<b, de 7° pour laquelle 


(8) F (x (t)) = 0 quels que soient t € [a, b] 
et 
(9) Xo = X(fo), a — X° (to). 
Mais la formule d'Analyse qui donne la dérivée d’une fonction com- 
posée 

F(x()) = F (mn (6), ..., 22 (6) 
se récrit 

LRCSON F u) x (t) grad F(x(t)) 


(il est naturel que les coordonnées x,, . .., x, sont supposées rec- 
tangulaires). On dérive (8) et on pose & = t,, il vient par suite des 
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égalités (9) 
(10) a grad F (x;) = 0. 


Inversement, soit (10). Sans restreindre la généralité, on choisit 
un système de coordonnées tel que grad F (x,) soit parallèle à l’axe 
Ox,, auquel cas on a 


oF 0F 0F 
(11) 5e Po) =0,..., (x) =0, (x) #0, 


et la condition (10) s'écrit a, — 0. Comme 2 (x0) Æ 0, l’hypersur- 
n 
face (7) est au voisinage de x, le graphe d’une fonction différentiable 
= @ (x): 

En d’autres termes, 

zx) = p (x00, ..., 200) ,), 
29), ..., æn étant les coordonnées du point xs, et 

F(x, g(x)) =0 


pour tous les points x = (x, ..., t2, 1) ER"-1 d'un voisinage Ü, 
de x, ER". On dérive la dernière identité par rapport à x, ... 
..) Tn-1 et on X = Xp, il in en vertu de (11) 


_… LE (x0) = eus a  (%o) = 0. 


Soit 6 > 0 un nombre positif es petit pour que le 
point x, — af, avec a — (@&, ..., an 1), soit pour | t] & 6 dans Ü,. 
Dans ce cas, les formules 


x(t)=Xo+at, Tn(t)=p(xo+at) 


définissent dans 6 une courbe t>x(t), |t|< 6, qui est sur 
l’hypersurface (7) et passe FORE t = 0 par le point x,. De plus, 


x’ (0)— a 
et 


, d@p (Xo+a . 
2, (0) = Ro = (Ro) +. _ 


dt t—0 — (x) Gn-1 = 0, 


0® 
0Zhn 
i.e. Zn (0) = a,. Par conséquent, x’ (0) = a et, nr a €  x0- QU 


Définition 6. Un hyperplan de l’espace € parallèle au sous-espace 
x, Par le point x, s'appelle l’hyperplan tangent à l'hypersurface 
(7) au point x. 
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D'après la proposition 1, l'équation de l'hyperplan tangent 
s'écrit 
(x — xo) grad F (x) = 0, 
1.e. 


(= | (r— ri) +... +(5 ],(&—%n) =0. 


Le vecteur grad F (x,) est orthogonal à l’hyperplan tangent. 
Si n —= 2, on retrouve un résultat connu d'Analyse, à savoir dans 
le plan, la tangente à une courbe quelconque 


F (x, y) = 0 
en son point régulier (zs, Yo) à _. équation 
0F 
(5), (z— £o) + (5 —), (Y — Yo) = 0. 
+ + + 


On enseigne en Analyse que la longueur d'une courbe continue 
(1) est la limite (quand elle existe) des longueurs des segments de 
droite sous-tendant les arcs de courbe (l’espace & est supposé eucli- 
dien). Cette limite existe nécessairement pour toute courbe (1) diffé- 
rentiable (dont on dit qu’elle est rectifiable) et a la forme de l’in- 
tégrale 

b 


(12) Ÿ 1x" @1 & 


a 


En fait, on utilise la formule (12) sans donner la définition qui la 
précède (c’est au moins le cas des courbes différentiables). Aussi le 
procédé le plus simple consiste à accepter l'intégrale (12) en qualité 
de définition de la longueur d’une courbe différentiable et à ne s’a- 
dresser aux segments de droite que pour la légitimer heuristiquement. 
Ce procédé sera le nôtre pendant le troisième semestre quand nous 
nous placerons dans des cas analogues mais plus compliqués (quand 
nous aurons, par exemple, à définir l’aire d’une surface). 
Soit 
l 
(13) s(= | x” (t)] dé 


a 


la longueur de la portion de courbe ({) comprise entre a et t. Si (1) 
est régulière, alors 

s'()=|2 (> 0, 
ce qui permet le changement de paramètre é > s (ft). Ainsi, éoute 
courbe régulière est équivalente à une courbe paramétrée par la longueur 
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de l'arc de courbe. On dit d'ordinaire de ces dernières courbes qu'elles 
sont rapportées au paramètre naturel s. 

On supposera partout dans la suite que les courbes étudiées sont 
rapportées au paramètre naturel. La chose n'est pas foncièrement 
importante, mais les calculs se trouvent sensiblement simplifiés. 

La dérivation par rapport à s sera symbolisée par un point: 


x(s) =, x (9-0, et ainsi de suite. 


Si ti — s, on a par la formule (13): 


| x (s)| ds —s 
çet a = 0), d’où 
x (s)| —{ pour tous les s. 


Inversement, si | x (£)| = 1 et a = 0, alors & — s. 


Lemme 1. Soit s— u(s) une fonction différentiable à valeurs 
vectorielles telle que | u (s) | = 1 quel que soit s. On a 


(44) . u (s) u (s) = :0 pour tout s. 


Démonstration. Il suffit de remarquer que le produit scalaire (et 
le produit vectoriel d'ailleurs) de fonctions à valeurs vectorielles 
obéit à la règle usuelle de dérivation du produit de fonctions à valeurs 
numériques (parce que la démonstration classique reste entière pour 
ce cas). Aussi on dérive u (s)* — 1 (on simplifie par 2) et on obtient 
(14). © 


En particulier, 
x (s) x (s) —0 quel que soit s. 
Cette formule importante nous sera utile plus d’une fois. 
* + *% 

Plaçons-nous dans le cas particulier de courbes dans le plan. 
On notera comme toujours x, y les coordonnées (rectangulaires) 
dans le plan. Le rayon vecteur de coordonnées zx, y sera désigné 
par r (au lieu du symbole x du cas général). Le symbole t (s) dési- 
gnera pour toute courbe plane r = r (s) (rapportée au paramètre natu- 
rel s) un vecteur tangent à la courbe au point r (s): 

t (s) — r (s).- 


On sait déjà que ce vecteur est unitaire et que 


t(s) t (s) —0 pour tout s. 


LEÇON 23 207 


Définition 7. On appelle courbure de la courbe r = r (s) au points, 


et on note # (s), la longueur du vecteur t (s). 
Ainsi, 


k(s)=1t(s1=V 2 (5)+72(s). 


La courbure d'une courbe paramétrée par { quelconque est par 
définition la courbure d’une courbe équivalente rapportée au para- 
mètre naturel. Sa formule obtenue par des calculs simples mais assez 
laborieux à l’aide des seules formules de dérivation de fonctions est 
suffisamment compliquée : 


z°y"—y"zx" 
Lez + (ge 

Intuitivement, le nombre k (s) est la vitesse de rotation instan- 
tanée du vecteur unitaire t (s). Il est clair que cette vitesse est d'autant 


plus élevée que la courbe est recourbée, d’où le terme « courbure». 
On utilise des fois (dans le plan orienté) la courbure relative 


kr qui est égale à À si les vecteurs t et t forment pour 4 0 un 
repère direct du plan et à —# dans le cas contraire. Nous en aurons. 
besoin dans la leçon 26. 

Exemple f. Si - 


z(s)—z0+S, y(s) = yo +sm, où +m*=1, 


i.e. si la courbe considérée est une droite, alors x (s) = Oet y (s) = 0. 
Aussi k (s) — 0 pour tous les s, i.e. la courbure d'une droite est iden- 
tiquement nulle, comme il fallait s’y attendre. O 

Vu que les fonctions linéaires sont, on le vérifie aisément, les. 
seules fonctions .à dérivée seconde identiquement nulle, la réci- 
proque est également vraie, i.e. une courbe à courbure identiquement 
nulle est une droite (ou un segment de droite). [] 

On dit d’un point r, = r (s) (tel que k (s) = 0) d’une courbe 
r—=rt(s) que c’est un point de courbure nulle. 

Exemple 2. Les équations paramétriques rapportées à s d’une. 
circonférence de rayon À s'écrivent évidemment 


z=R cos —, y=R sin —. 
Comme 
2 ou De sin — 
R R ? R HR ? 
on a 
k (=. 
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Ainsi, La courbure en tout point d'une circonférence est égale à l'inverse 
de son rayon. 

La réciproque a également lieu, à savoir une courbe à courbure 
constante est une circonférence (ou un arc de cercle). [ 

Ce résultat découle d’un théorème général qui dit qu'étant donnée 
une fonction quelconque k = k (s) (définie et différentiable sur le seg- 
ment |S| So), Si So est suffisamment petit, il existe une courbe r — 
= r(s),|s s| < So, à courbure k (s), la courbe étant unique à une con- 
gruence près. Nous nous passerons de la démonstration de ce résultat 
parce qu’un analogue en sera établi pour tout x dans la leçon sui- 
vante. 


Si k (s) 0, on définit le nombre R (s) — 5 appelé rayon de 
courbure de la courbe au point s. 


Une courbe r = r (s) telle que # (s) < 0 pour tout s est dite de 
type général. On définit en tous ses points le vecteur unitaire 


| (s) 
k (s) 


n (s) = 


dirigé suivant la normale à la courbe (ïi.e. suivant la droite perpen- 
diculaire à la tangente au point de tangence). 

Les vecteurs t (s) et n (s) forment pour tout s un repère orthonormé 
qu'on appelle le repère mobile de Frenet de la courbe. 

Par définition 


t(s)=Æ(s)n(s). 
Cherchons son analogue pour n (s). Soit 
n(s)=a(s) t(s)+B(s)n (s) 


la décomposition de n (s) dans le repère t (s), n (s). Comme t (s) n (s) — 
— 0, on a t (s) n (s) + t (s) n (s) = 0, donc a (s) = t7(s) n (s) = 
= 1 (s) n (s) = —k (s). D'autre part, f (s) = n (s) n (s) = 0 par le 


Repère de Frenet d'une courbe dans le plan 
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lemme 1. Ainsi, {oute courbe de type général vérifie les formules 
(15) . t(s)=Æ(s) n (s), 
n(s)= —#A(s)t(s) 


qui, décrivent la rotation instantanée du repère mobile avec la varia- 
tion de s. [ 


Les formules (15) constituent les formules de Frenet pour une 
courbe plane. 


* € + 
Plaçons-nous dans l’espace de dimension 3 et notons zx, y, z 
les coordonnées dans l’espace et r le rayon vecteur des points. Le 


vecteur tangent r (s) à toute courbe r —r(s) (rapportée au para- 
mètre naturel) sera toujours désigné par t (s). S'agissant des courbes 


dans l’espace, la longueur | t (s) | du vecteur t (s) s'appelle la cour- 
bure et se note k (s) comme pour les courbes planes. Ainsi, 


k(s)= V (9247 (524 2 (92. 


A l'instar du cas nr = 2, une courbe r = r (s) est dite de type général 
si k (s) 0 quel que soit s. On définit alors le vecteur unitaire 


t (s) 


n (s) — k (5) 


appelé vecteur de la normale principale à la courbe. 

Avec l'hypothèse d'espace orienté, on introduit un troisième 
vecteur b (s) tel que b (s), t (s) et n (s) constituent un repère ortho- 
normé direct. Le vecteur b (s) est par définition le vecteur de la binor- 


male, et le repère t (s), n (s), b (s) forme le repère mobile de Frenet 
de la courbe. 
On a par construction 


t— En 


(on omet la variable s afin de simplifier les formules). Comme b — 
={txXn,ona 


b—txn+txn=txn, 


d’où bt = 0. Selon le lemme 1, bb = 0, ce qui prouve la propriété 
«best colinéaire à ns, i.e. il existe un nombre x = x (s) pour lequel 


b= — xn. 
14—01311 
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Ce nombre porte le nom de torsion de la courbe au point s et repré- 
sente la vitesse de rotation du vecteur de la binormale. 


t 


Repère de Frenet d’une courbe dans l'espace 


Si l’on dérive les égalités nt — 0 et nb = 0, on trouve immédiate- 
ment nt — —nt — —#k et nb = —nb = x. Il est déjà connu que 
n — 0 (lemme 1), donc 


n——#t+xb. 

Ainsi, toute courbe de type général vérifie les formules 
t— kn, 

(16) n— —kt + xb, 
b— —*n. [0 


Ce sont les formules de Frenet pour une courbe dans l’espace. 

Exemple 1. Si la courbe r — r (s) est dans le plan II, alors les vec- 
teurs r (s) et r (s) sont parallèles à II (du moment qu'il en est ainsi 
des accroissements r (s + As) — r (s) et r (s + As) — r (s) des vec- 
teurs r (s) et r (s)). Aussi t (s), n (s) || IT et, partant, b (s) L II. Cela 
prouve que b (s) = const, donc x (s) = O pour tout s. Inversement, 
soit x (s) — 0 pour tout s, ce qui implique b (s) = b, = const. Dans 
ce cas, (r(s)b,) = t (s) b, = 0 quel que soit s, et r (s) b, est donc 
une constante. Cela signifie que la courbe r — r (s) est dans le plan 
rb, — const. Ainsi, une courbe dans l’espace est une courbe plane si 
et seulement si sa torsion est identiquement nulle. (] 

Exemple 2. Un point se déplaçant à une vitesse constante suivant 
la génératrice d’un cylindre circulaire droit animé d'un mouvement 
uniforme autour de son axe décrit une courbe appelée hélice. Les 
équations de l’hélice s’écrivent 

— a CoSt, y—asint, z —= bt. 


On a 


z' = —asint, y '—=acost, 2— b, 
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Helice 
d'où 
VEUT VERT 
Ainsi, s = ct, avec c = Va* + b?, donc 


L $ . =. ._ bd: 
Fer POS PES; DES 


Comme 
T — sin y == cos = = 
9 c c ? “ce ? 
TE a S e © s: .e 
T= ——7 cos—, =—-7 sin, 2=0, 
on a 
k=V a+ 2=—5 = const 
et 
t— —“ sin i+ = cos = +? 
c c c c 3 c à 
n — —CoS — i— sin — à 
i | k 
sin Z cos À Le 
b—t x n — c c ce c | = 
S 
— COS — —sin — 0 
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Aussi 
< b ss D: :5:.,8 3 b 
b=—cos—it— sin—j=——n, 
Cc° C Cc” C C* 


si bien que 


b 
K=—;— const. 
C 


Ainsi, La courbure et la torsion de l'hélice sont des constantes. [] 

Selon un théorème général que nous démontrerons dans la leçon 24, 
toute courbe à courbure constante et à torsion constante est une hélice 
{ou un arc d'hélice), et vice-versa. 


LEÇON 24 


Projections d’une courbe sur les plans de coordonnées du repère 

mobile. — Formules de Frenet pour une courbe dans l’espace 7-di- 

mensSionnel. — Une courbe définie par ses courbures. — Surfaces 
régulières. — Exemples de surfaces. 


On se propose d'étudier le comportement d'une courbe gauche 
quelconque r — r (s) au voisinage d'un de ses points. À cet effet, 
on prend ce point pour origine O, les vecteurs t,, n,, b, du repère 
mobile au point O pour vecteurs de base i, j, k, et on paramètre la 
courbe par s à partir de ©. Dans ce cas, 


r (0) —0, r(0)=t,=i, r (0) = kgny = koi, 
F (0) = (Æ)o Do + kono == — koi + (k)o + ko%ok, 


ko, (k)o et x, étant les valeurs des fonctions k, k et x pour s = (0. 
On a donc par la formule de Taylor 


r (s)=r (0)+sr(0)+<+ r(0)+< Tr (0) +... — 
= (s—s+...) i+ (<e s+ ss + ….) ]+ 


+ (Se s+...)k. 


Autrement dit, la courbe est définie au voisinage de © par les équa- 
tions paramétriques 


TS, 

ko 
y=—-S+..., 
3 = Xe s3 +... 


Si k Æ 0, xo Æ 0, la projection de la courbe sur le plan Oij — 
— Otsn, (appelé plan osculateur en O à la courbe) est approximative- 
ment la parabole 
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sa projection sur le plan Ojk — On,b, (appelé plan normal à la courbe 


n, b, 


bo 


to 


Do to 


Projection sur le plan Projection sur le plan Projection sur le plan 
osculateur normal rectifiant 


en O) la parabole semi-cubique 


y = LUE S*, 2— Ses. s3 
et sa projection sur le plan Oik = Ot,b, (appelé plan rectifiant de la 
courbe en ©) la parabole cubique 


kox 
Z=S, 2=—5% 5, 


Cela donne une idée assez nette de la forme d’une courbe gauche 
au voisinage de son point quelconque (où sa courbure et sa torsion 
sont non nulles). 


+ + # 


Généralisons les résultats de la leçon précédente à r quelconque. 
Soit x = x{(s), [s| 5, une courbe quelconque (rapportée au 
paramètre naturel) dans l’espace euclidien orienté € de dimen- 
sion 7. On suppose que les vecteurs 
. (n—1) 
X(s), ..., x (s) 


sont linéairement indépendants pour tout s (on dit de ces courbes qu’el- 
les sont de type général) et on applique le procédé d'orthonormalisa- 
tion de Gram-Schmidt, ce qui donne la famille orthonormée de vec- 
teurs t, (s), . .., th-1 (s). Soit t, (s) le vecteur (bien défini) qui 
complète la famille de façon à former le repère orthonormé direct 


(1) ti (s), en tn 1 (s), ta (s). 


Définition 1. Le repère (1) s'appelle le repère mobile de Frenet 
de la courbe x = x (s) de type général au point s. 
Soit 


n 
t;, = > Lili TS PE 


LECON 24 215 


(on omet la variable s afin de simplifier les formules). Par construc- 
tion, le vecteur t,;, à — 1, ..., n — 1, s'exprime linéairement en 


(1) ° 
fonction des vecteurs x, Rs à bien que t; est combinaison 
. (i+1) 
linéaire des x, ss Comme x, LES dépendent linéaire- 
ment de ty, ..., ti+1, ne prouve &j = 0 pour J>i+ti. 


D'autre A tit; — Ô;; entraîne tit, + tit = 0, i.e. 
Œ;j + Xji — 0. 


Aussi @;; = 0 et &;; = 0 pour j < i — 1. 
Ainsi, seuls les coefficients @; ;+1 = —G@;+1, ; Sont différents 
de 0. On pose 


ki—Q@ys, Ko — os, ..., Kn1 = An-i,n» 
et on constate la validité des formules 
t, LS kite, 


t, = — kits + hots, 
(2) ........i 


tas te kn-otn-2 ci kn-itns 


n= —<Àh n-1tn-1. 
Ce sont Les formules de Frénet pour une courbe dans l'espace de dimen- 
sion n. 
Les fonctions k, = k; (s), ..., k,-1 — k1-1 (s) s'appellent les 
courbures de la courbe. On note qu'elles sont définies seulement 


pour une courbe de type général. 
Dans les formules 


. (i) 
(3) ti Paix +... + Baux, i—1,...,n—1, 


obtenues au cours de l’orthonormalisation de Gram-Schmidt, les 
derniers coefficients f;; sont positifs. Aussi il en est également des 
Yu = Bit des formules inverses 


(i) 
(4) X= Yutiteo.e + Val: 
On dérive (3), il vient 
(i+1) 


i—1,...,n—1. 
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; (i+1) 
Si l’on substitue pour i << n — 1 aux vecteurs x, ..., x leurs 
expressions (4), on a les formules (2), ce qui montre que 


ki =BuiVisss is pour tout i=1,...,n—2 
Ainsi, Les courbures 
k:, 0.0.) kn_ 


de toute courbe de type général sont positives. Quant à k, -, (un analogue 
de la torsion), elle peut être de signe quelconque. 


+ + * 


On montre que n'importe quelles nr — 1 fonctions 
(5) k(5>0, ..., kn2(s) > 0, kn-1(s) 


sont les courbures d’une courbe et qu'elles la définissent de façon 
unique (à une congruence près). 

Théorème 1. Soient, sur un segment | s| < s, quelconque, n — 1 
fonctions différentiables (5) qui sont toutes positives, sauf peut-être la 
dernière. Pour toute origine O € € et tout repère orthonormé direct 
Îy, - - -» in, él existe une, et une seule, courbe régulière x = x (s), 
|S | So, de type général qui jouit de deux propriétés suivantes: 

1) ses courbures sont les fonctions données (5); 

2) on a pour s = 0 


X(0)—=0, t4(0)=i, ..., th (0) =i,. 


Démonstration. On procédera par étapes. 

Etape première. Nous allons utiliser le résultat général connu 
sous le nom de théorème d'existence et d'unicité des solutions des équa- 
tions différentielles linéaires (dont la démonstration sera faite pendant 
le troisième semestre dans le cadre de la théorie des équations diffé- 
rentielles). 

Théorème d’existence et d’unicité. Soit, sur un segment quelconque 
|[S8[< So, m? fonctions différentiables À;; (s), i, j — 1, ..., m, et 
soit A1, ..., x) des nombres arbitraires. Il existe une, et une seule, 
famille de fonctions différentiables zx (s), ..., zm (s), |S|< So 
telles que 

1) on ait identiquement en 5, |[S| << So, 


x, = Ajtit ee + Aimms 
—— 
Lm = Amiti +... + Ammtm: 
2) on ait pour s = 0 
z1(0)=20), ...,zm(0)=20) © 
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Dans le cas de relations (2) qui sont pour k,, ..., k,_ donnés 
des équations de la forme (6) pour m = n° coordonnées des vecteurs 
is - - -, tn, le segment | s | < s, contient par ce théorème une famille- 
unique de fonctions à valeurs vectorielles t, = t, (s), ..., t, — 
= (,  (s) telles que 

4) on ait pour tout s les relations (2); 

2) on ait pour s = 0 


(7) ti (0) = gs + +. fn (0) = in. 


Etape 2. Considérons les produits scalaires tit,, à, ÿ — 1, ..., nr. 
D'après les relations (2) 


(ts) =tit;+tit;=(—hiitis+hitii)ts+u(—hj its + kit;s) 
(on pose par convention t, = 0 et t,41 = 0), i.e. 


(8) (tty) = —hi(tists) + ki (tissts) — kjatits ns) + (tits). 
égalités qu'on peut considérer comme équations (6) pour m = 
= 19 fonctions tit;. Aussi il existe, selon le théorème d’exis- 


tence et d’unicité, un ensemble unique de ces fonctions ayant la 
propriété d'être égales à 6;; = iii, pour s = 0 (i.e. elles sont nulles 
si i£ j et valent 1 dans le cas contraire). 

D'autre part, il est immédiat de vérifier que les équations (8} 
sont satisfaites par tit; = Ô;;. (En effet, si à Æ j — 1, j +1, la 
somme —k; 10; -1, j LL. k;0+a. i— kj10i. j-1 + k;0;. j+1 4 tous ses 
termes nuls, et si à — j — 1, j + 1, cette somme comprend seule- 
ment deux termes non nuls qui se réduisent mutuellement.) Par 
notre théorème, on a donc pour tout s les égalités tit; — Ô;,, i, j — 


— 1,..., nr, qui signifient que les vecteurs t,, . .., t, constituent 
pour tout s, [s| << S, un repère orthonormé. 
Ce repère coïncidant pour s = 0 avec ïi,, ..., i, direct est. 


direct quel que soit s. 
Etape 3. Soit les dérivées successives du vecteur t,: 


e .e (n—-1) 
(9) t,, £,, {,, ..., C.. 


On emploie le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. 
Comme t, est un vecteur unitaire, on ne fait rien au premier pas. 


Le vecteur t, étant orthogonal à t, (par le lemme 1 de la leçon précé- 
dente), le deuxième pas consiste à le normer. Le vecteur t, est uni- 
taire par les résultats obtenus et 4, > 0 par hypothèse, si bien que 
| t] — À, par suite de la première relation (2). On obtient donc au 
deuxième pas le vecteur 
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Au troisième pas, on considère le vecteur 


t = (AL) — kite + kite = —kit, + Æite + Ærkots, 


on en retranche une combinaison linéaire de t, et t, telle que le 
résultat soit un vecteur orthogonal à ceux-ci, puis on norme ce vec- 
teur orthogonal. Il est déjà connu que t,, t., t, forment une famille 
orthonormée et k,k, > 0 par hypothèse, si bien que le processus 
aboutit évidemment à t:. 

Il est clair que ces raisonnements sont de caractère général et que 
chaque pas de l’orthonormalisation donne donc t;, i — 1, ..., n —1, 
correspondant. Ainsi, la famille t,, t., . .., t,-, est caractérisée 
de façon unique comme famille orthonormée de vecteurs obtenue de 
(9) par le procédé de Gram-Schmidt. 

Etape 4. Soit 


(10) x(s)= (tits)ds, 151<s0 
0 


auquel cas x (0) = 0 et x (s) = t, (s), i.e. la courbe x = x (s),|s| << 
< So, à O pour point initial et admet en x (s) un vecteur tangent 

t. (s). Quelle que soit la courbe, les nr — 1 premiers vecteurs du repère 
L proviennent par Gram-Schmidt des n — 1 premières dérivées 
du vecteur tangent. Les résultats ci-dessus autorisent donc à les 
identifier avec les vecteurs t,, .. . bn -1 

Quant au dernier vecteur du repère mobile, il est bien caracté- 
risé comme étant un vecteur unitaire qui forme ensemble avec les 


n — 1 premiers vecteurs un repère direct. Le repère t,, . . ., th -1, tn 
étant direct, ce doit être t,. 
Ainsi, on vient d'établir que les vecteurs t, (s), . .., t, (s) for- 


ment pour tout s le repère mobile de la courbe x = x (s). Comme ces 
vecteurs vérifient les formules de Frenet (2), les fonctions k; (s), 
i—=1,..., n — 1, y figurant sont les courbures de x = x (s). 

Cela démontre complètement l'existence d’une courbe x = x (s) 
jouissant des propriétés 1) et 2). 

La courbe est unique. En effet, selon le théorème d'existence et 
d'unicité, le repère mobile t, (s), . .., t, (s) est bien défini par les 
équations (2) et les conditions initiales (7), et le rayon vecteur x (s) 
l’est (par la formule (10)) moyennant la relation x (s) = t, (s) et la 
condition initiale x (0) = 0. DO 


* + + 


Par analogie avec les définitions { à 3 de la leçon 23, on énonce 
pour tout 4, 0 << k << n, la définition « paramétrique » d’une surface 
de dimension # dans l’espace r7-dimensionnel. Le souci de la simpli- 
cité nous fait nous borner à 4 — 2 et à n — 3. 
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Soit W un ouvert quelconque de l'espace R° de dimension 2, 
dont les points sont des couples (u, v) de nombres réels. Une appli- 
cation W — € quelconque de W dans l’espace euclidien € de 
dimension 3 est définie (si € est muni d’une origine O), ou bien 
par la donnée d'une fonction à valeurs vectorielles r — r (u, v) 
de domaine de définition W, ou bien par la donnée (si l’on fixe dans € 
les coordonnées rectangulaires +, y, z) de trois fonctions numériques 


(11) z=z(u, LV), y—=y{(u, v)}, z—=z(u, v). 


On utilisera une fois de plus les seules applications (u, v) —> r (u, v) 
différentiables, i.e. des applications telles que les fonctions (11) 
soient différentiables dans W. Cela définit donc les dérivées par- 
tielles 


(12) r=ti+yii +zk, M = Li + yi + 2k 


(on omet les variables u, v afin de simplifier l’écriture). 

Définition 2. Une application (u, v)—> r (u, v) s'appelle une 
surface régulière si les vecteurs (12) sont linéairement indépendants 
pour tout point (u, v) € W. 

L'ensemble des points de € de rayons vecteurs r (u, v), (u, v) € 
€ W, constitue le support de la surface r = r (u, v). 

On rappelle qu’en Analyse on appelle difféomorphisme une appli- 
cation bijective W — W, d’un ouvert W € R° sur un ouvert W, € 
c R* si les fonctions 


(13) U = Wu (u, v), v = Vi (u, v) 
et 
(14) u = u(us, W), UV = (uw, ti) 


qui définissent W — W, et l'application réciproque W, — W sont 
différentiables. Une bijection définie par (13) différentiables est un 
difféomorphisme si et seulement si son jacobien 


(5) OQu rs) _|Ôu ô 
our) | à 
du dv 


est non nul partout dans W. Si le jacobien (15) des fonctions (13) 
(qu’on ne suppose pas à priori définissant une bijection) est non nul 
partout dans W, ces fonctions définissent un difféomorphisme local, 
i.e. il existe un voisinage U € W de tout point (u,, v,) € W sur 
lequel cette application est un difféomorphisme de U sur un voisinage 
U, = W, du point (u; (us, Vo); V1 (Mo, Vo)) (théorème d’application 
réciproque). 
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Soient deux surfaces 


(16) r=r(u,v), (u, VE W, 
et 
(17) = Ti (Us Ua), (us 1) € Wa. 


Définition 3. Les surfaces (16) et (17) sont dites équivalentes s’il 
existe un difféomorphisme 


U = Wu, v), U = UV (u, v) 
de l’ouvert W sur l’ouvert W, tel qu'on ait 
r(u, v) = ri (4 (u, v), , (u, v)) 


pour tout point (u, v) € W. 
Il est clair que deux surfaces équivalentes ont même support. 
Toute fonction différentiable z — z (x, y) de deux variables 
définie dans W détermine par la formule 


ru, v)=ui+v) +—z(u, v)k 


une surface régulière qui en est le graphe. 

Il se trouve qu'avec les axes de coordonnées choisis convenable- 
ment, toute surface régulière est localement équivalente au graphe d'une 
fonction différentiable. En effet, l'indépendance linéaire des vecteurs 
r,, r, entraîne que la matrice 


(F* Yu ni 

Th Yo Zv 

est de rang 2 en tout point (us, vo) € W, i.e. au moins l’un de ses 
mineurs d'ordre 2 est non nul. Soit, pour fixer les idées, 


To Ur 


D'après le théorème d'application réciproque (relatif aux fonctions 
z—=z{(u, v) et y = y (u, v)), il existe un voisinage U, cc W du 
point (4, v,) et un voisinage V, € R° du point (x, yo) E R°, où 
To = TZ (Us, Vo); Yo — Y (Uos Lo), tels que les fonctions z — x (u, v) 
et y = y (u, v) définissent un difféomorphisme de U, sur V,. Si 


u—=u(xz, y), v—=v(x, y) 


définissent le difféomorphisme réciproque, alors la surface r — 
— ru, v) est équivalente sur U, au graphe de la fonction := 
= 2(u (x, y), v (x, y)). D 

Bien qu’une surface ne constitue pas un ensemble, on l’identifie 
souvent en paroles avec son support. On dit par exemple des points 
d’un support que ce sont les points de la surface, et ainsi de suite. 
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Une surface régulière peut en général être une application non 
injective dans & (elle présente des points, des courbes et des aires 
«en chevauchement»), mais seules nous intéresseront pendant ce 
semestre des portions de surface qui soient suffisamment petites 
pour que la surface ainsi limitée soit équivalente à un graphe et cons- 
titue donc une application injective. 

Si un point M de la surface a le rayon vecteur r (4, v), alors les 
nombres uw et v sont les coordonnées de M sur la surface. La défi- 
nition est correcte par suite de la propriété de l’application (u, v) — 
+ r(u, v) d'être injective. 

Toute courbe 


(18) u=ut(t), v=v(t) 
du domaine W définit une courbe 
(19) r —r(u(t), v (t) 


de l’espace € dont on dit qu'elle est sur la surface r = r (u, v). 
Les équations (18) s'appellent les équations de la courbe (19) rap- 
portée aux coordonnées u, v sur la surface. 

En particulier, on définit sur une surface les courbes u = const 
et v = const appelées les lignes de coordonnées. Ces courbes forment 
un réseau de coordonnées. 


+ + + 


Exemples de surfaces. 
1. Le support de la surface 


(20) z=Rcosu, y—=Rsinu, z=v 


est un cylindre circulaire droit de rayon À, ce qui explique le nom 
de cylindre (circulaire) donné à la surface (20) même. 


LE 
L 


; 
i) 


Cylindre circulaire 
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Quand —00 << u << +0, chaque point du cylindre est recouvert 
un nombre infini (dénombrable) de fois par les points du plan (u, v). 
Si l'on veut que l'application soit injective, il faut admettre que 
O<u<2n, ce qui correspond au cylindre pourvu « d’une fente». 
Du moment que nous nous intéressons à l’aspect local du problème, 
nous négligerons les phénomènes de cette nature. 

Le réseau de coordonnées du cylindre comprend les droites « ver- 
ticales» u — const et les circonférences « horizontales» v — const. 

2. Soit z =z(v), z =z(v) une courbe régulière quelconque 
dans le plan Ozz, qui ne coupe pas l'axe Oz. La surface 


(21) x = z(v)cosu, y —=zx(v)sinu, z—=z(Lv) 


s'appelle surface de révolution, et la courbe x = x (v), z = z (v) en 


Surface de revolution 


constitue le profil. Intuitivement, la surface (21) est décrite par son 
profil qui tourne autour de l'axe Oz. 
La régularité de (21), i.e. l’indépendance linéaire des vecteurs 


ry = (—x (v) sin u, zx (v) cos u, 0), 
r, = (z’ (v) cos u, x” (v) sin u, z’ (v)), 


est garantie par la régularité du profil (i.e. par la condition x’ (v)* + 
+ z° (v)* 0) et par x (v) 0 (ce qui signifie que le profil ne coupe 
pas l’axe de rotation Où). 

Le réseau de coordonnées sur la surface (21) est formé de courbes 
engendrées par le profil tournant autour de Oz (on les appelle les 
méridiens) et de circonférences qui leur sont perpendiculaires (ce 
sont les parallèles). 
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Le cylindre est une surface de révolution dont le profil est la 
droite x = À, z = v. 

La surface de révolution de profil x = R cos v, z = Rsinv 
(une circonférence) est la sphère 


zx = Rcosvcosu, y—=Recosvsinu, z—=Rsinv 


de rayon R et de centre en le point ©. Les coordonnées u et v sont 
ici les « coordonnées géographiques» connues (la longitude et la 
latitude), et les lignes de coordonnées représentent les méridiens et. 
les parallèles des cartes géographiques. 


On note qu’on devrait, à vrai dire, se limiter à une portion de la 
circonférence z = R cos v, z — R sin v, qui ne coupe pas l’axe Oz 
et, partant, à la sphère privée de ses pôles. En effet, les coordonnées 
u et v n'ont aucun sens aux pôles. Mais d’après nos conventions, de 
tels faits ne sont pas pris en considération. 

3. Une surface r = r (u, v) est dite réglée si 


(22) r (u, v) = p (u) + va (u), 


p (u) et a (u) étant deux fonctions à valeurs vectorielles quelconques 
telles que p” (u) + va” (u) et a (u) soient pour tous les w et v consi- 
dérés linéairement indépendants, si bien qu'on a, en particulier, 
a (u) 0 quel que soit uw (cette propriété des fonctions p (u) et a (u) 
garantit la régularité). La courbe u — u, — const est une droite de 
vecteur directeur a (4,) qui passe par un point de rayon vecteur 
p (uo). Ainsi, on se représente intuitivement une surface réglée 
comme une surface engendrée par une droite qui se déplace dans l’es- 
pace. Cf. I.23, déf. 1. 

Il est clair qu'on ne nuit nullement à la généralité de l'exposé. 
si l'on prend a (u) pour vecteur unitaire 


a° (u) = 1 pour tout u. 
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Si p” (u) = 0 quel que soit u, i.e. si p (u) — const, alors l’équa- 
tion (22) fait place par transport de l’origine à 


(23) r — va (u). 


C'est un cône dont la directrice est une courbe gauche régulière 
a = a (u). 


Cone 


Si a” (u) = 0 quel que soit u, i.e. si a (u) = const, alors la sur- 
face (22) est un cylindre de directrice (en général gauche) p = p (u). 

Dans le cas p’ 5 0, on passe, si besoin est, à un domaine plus 
petit de R°, et on estime que p” (u) =£ 0 pour tout u. Dans ce cas, 
? = p (u) est une courbe régulière dans l’espace, et on estime que u 
est le paramètre naturel associé (la longueur de l’arc de courbe). 
Le cône (23) se définit également par une équation (22), avec 
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Cylindre 


p’ (u) 0. Il suffit de poser p (u) = a (u) dans (22) (à condition 
bien sûr d’avoir a’ (u) = O). 

Si a (u) est un vecteur tangent t (u) à la courbe p = p (u), alors 
la surface (22) s'appelle la surface des tangentes. On définit de même 
la surface des normales principales et la surface des binormales. 

S'agissant de p — p (u) plane, la surface des binormales est un 
cylindre sur la courbe. 


15—01311 
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- Vecteurs tangents à une surface. — Plan tangent. — Première forme 

quadratique d’une surface. — Longueurs et angles sur une surface. — 

Difféomorphismes de surfaces. — Isométrie et géométrie intrinsèque 
d’une surface. — Exemples. — Surfaces développables. 


Par analogie avec la définition 5 de la leçon 23, on appelle vecteur 
tangent à une surface (régulière) 


(1) r=r(u, uv), (u WEW CR, 


au point (4, v,) un vecteur tangent à une courbe quelconque située 
sur la surface et passant par (w,, 0). Localement, une surface est 
le graphe d’une fonction différentiable, si bien qu'on retrouve en 
fait la définition mentionnée (i.e. on obtient les mêmes vecteurs). 
Aussi l’ensemble de tous les vecteurs tangents à la surface (1) en (us, vo) 
donné est un espace vectoriel de dimension 2 (leçon 23, prop. 1). O 
D'ailleurs, ce résultat est établi de façon immédiate. En effet, 
toute courbe de la surface (1) qui passe pour ? = t, par (u,, v,) est 
définie comme courbe dans l'espace par la fonction vectorielle 


(2) ré)=r(u(), v()), h<t<ta 
où u = u (t) et v = v (t) sont des fonctions différentiables telles que 
u (£o) = u) et v (fo) = Vo. Aussi 


(3) r'=u (tjr, +v (tr, 


et, en particulier, 

L' (to) = U” (to) (ru)o + L’ (£o) (Fo)o- 
Ainsi, tout vecteur tangent à (1) au point (&, v9) est combinaison 
linéaire des vecteurs (r,), et (r,), (non colinéaires par hypothèse). 
Inversement, si 
(4) ©c — a (rio + 0 (Fo)o: 
avec a et b des nombres quelconques, alors € = r° ({o), où r (£) = 
= ru, +— a (t — to), vo -— b (t — to)), Si bien que c est un vecteur 


tangent à (1) au point (wo, Lo). 
Du moment que les vecteurs (4) forment un espace vectoriel de 
dimension 2, on a le résultat voulu. O 


+ & +# 
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Définition 1. L'espace vectoriel constitué de vecteurs (4) s'appelle 
le plan tangent à la surface (1) au point (wo, vo). 

On donne le même nom au plan correspondant dans l’espace, qui 
passe par le point r (w, vw). Ce plan étant de bivecteur directeur 
(ruo À (ro)o est défini en coordonnées x, y, z par l'équation 


L— (Lo; Vo) y— y (Uos Uo) 2— 23 (Uo; Vo) 
Zu (UV 0); Yul(Uos Vo)] Zu (Uor Vo) 
Lo (uo, Vo) Yo (Uo EU)! Sv (Uo; Vo) 


Ï 
— 


Le fait de donner un même nom à deux objets mathématiques diffé- 
rents n’allège certes pas l’exposé, mais il suffit d’être un peu attentif 
pour qu'il ne conduise à aucune ambiguïté. 

Selon la formule (3), les vecteurs r, et r, forment un repère du plan 
tangent au point (u, v). Une tradition empruntée à l'Analyse veut 
qu'on note du et dv les coordonnées des vecteurs tangents par rap- 
port à ce repère et que le vecteur de coordonnées du et dv soit désigné 
par dr. Comme dans le cas de fonctions numériques, on a en multi- 
pliant à droite par les facteurs numériques: 


(5) dr = r, du + r, dv. 
Soit 
(6) D — Fi (Us Var (Us 1) € Wa 
une surface équivalente à (1) (voir leçon 24, déf. 3) et soit 
(1) U == U(u, V), Li = V1 (U, v) 


le difféomorphisme W — W, associé. On a 


r (u, v) = Ti (ua (u, v), U, (U, v)) 
pour tout point (u, v) € W, si bien que 
0 () 
Tu — e (ri)e + (r1)eur 
(8) 


ou ov 
= (ru, + (rio 


Il en résulte que l'enveloppe linéaire des vecteurs r, et r, est égale 
à celle des (r:)2, et (r,), i.e. le plan tangent à la surface (1) au point 
(u, v) coïncide avec le plan tangent à (6) au point (uw, v,) = 
= (u, (u, v), v (u, v)) (qui étant un point de l’espace se confond 
avec (u, v)). En ce sens, deux surfaces équivalentes ont même plan 
tangent. ([] 

Le fait de passer à une surface équivalente n'entraîne pour les 
plans tangents que le changement de repère (on passe de r,, r, à 
(i)uys (1)r,). Selon les formules (8), la matrice de passage (plus pré- 
15% 
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cisément, la matrice attachée au changement inverse) s'écrit 
du dus 
du oc 

(9) Li 
\Ou dc 


i.e. c'est la matrice jacobienne associée au difféomorphisme (7). 
On en déduit, en particulier, qu'il y a entre les coordonnées 

du;, du, des vecteurs tangents dans le repère (Miuyr (Mdr, et les coor- 

données du, dv de ces vecteurs dans le repère r,,, r, les relations 


(10) 


qui ne sont autres que les formules d'Analyse pour les différentielles 
des fonctions (7) (on comprend maintenant pourquoi on note du, dv 
les coordonnées des vecteurs tangents). 


*k * + 


On note que le plan tangent étant un plan de l’espace euclidien 
est un espace euclidien de dimension 2. Depuis Gauss, les coefficients 
métriqueS £i1» Lier Lee de Son repère r,, r, Sont désignés par les sym- 
boles respectifs £, F et G. Ainsi, on a par définition 


(11) Er, F=r,r,, G=r;. 


On souligne que ces formules définissent les coefficients E — 
= E (u, v),F = F'(u, v),G = G (u, v) en tant que fonctions deu et v 
(d’ailleurs, c’est tout naturel car le plan tangent varie avec u, v, 
ainsi que son repère r,, ro). 

Définition 2. La forme quadratique 


E du* + 2F du dv + G dv 


des coordonnées du, dv des vecteurs tangents par rapport à r,,r, 
s'appelle la première forme quadratique de la surface (1) et se note J. 
La valeur 7 (dr) de Z sur les coordonnées du, dv du vecteur tangent dr 
est égale au carré scalaire 


(12) dr® = I (dr) = E du° + 2F du dv + G dv. 


Autrement dit, la forme Z représente dans r,, r, la fonctionnelle 
quadratique dr — dr*. 

La première forme quadratique Z, de la surface équivalente (6) 
représente donc la fonctionnelle dr > dr* dans le repère (r;)u,, (ñ)o,» 
et on obtient Z par substitution dans Z, les coordonnées du, dv don- 
nées par (10). 
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S'agissant des coefficients Æ£,, F,, G, de Z,, cela signifie qu'ils 
sont reliés à leurs homologues de la forme Z par les formules 


Oui \- du; dv 
a.) +2Fi(u, vi) + 


+ G:; (ui, U) (5), 


E(u, v)=E;,(u,, vi) (= 


du; Ou: 


(13) F(u,v)=E£E,(u;,v;) ET + Fu, v) YX 


dv, ôr 


dus dy | dur dr dti ) + 
x (55 Gi(us, vi) — Du ot 


du dv ‘ & du 
du; dv 
GQu, v)=E;(u, ) (S 2) +2Fi(u, vi) Fe — % 


+ Gi (us, V5) (= à ): 


Remarque. Les formules (13) s'obtiennent directement. Il suffit 
de porter dans (11) les valeurs (8) des vecteurs r, et r,. 

On dirait moins rigoureusement que dans le changement de coor- 
données sur la surface, sa première forme quadratique subit une 
transformation linéaire de matrice jacobienne (9). 

En d’autres termes, les premières formes quadratiques de deux sur- 
jaces équivalentes sont équivalentes (en chaque point). O 


* + * 


La formule (12) entraîne pour le vecteur tangent (3) à une courbe 
(2) quelconque de la surface (1) que sa longueur | r” (£) | satisfait aux 
égalités 
je Oi= VI (= VE (Ou (+2 (bu (t)v"(t)+G (0 0'(t, 


DJ 


où 
E (4) = E (u (+), v (e)), 
F(t) = F(u(é), v(t)), 
G(t) = G(u(t), v ()). 
Comme la longueur s de la courbe (2) comprise entre les points { = a 
et { — b s'exprime par 


s= [raie 


(leçon 23, (12)), on a 


b 
(14)  s— | VEGu (°=2F (Du (Du (D +GU)v (dt, 


« 
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ou encore en notations conventionnelles, mais plus faciles à retenir 


= | V E du? + 2F du dv + G du*?, 
L 
S— | V I (dr). 
L 
La lettre L symbolise la courbe (2). 
On appelle angle de deux courbes dans l’espace r = r ({) et r — 
= () sécantes pour { donnée l'angle de leurs vecteurs tangents 
r = r"({) et r —r;(t). Par conséquent, 
PE LL LUE 
FT yriyre 


Si les courbes sont sur la surface (1), i.e. si 

r (é) — + (u (£), U (£)), F1 (#) = r (ui (#), Vi (#)), 
la dernière formule se récrit 
Eu'u;+F(u'v;+cr'u;)+Grr, 


(5) Te V Eu ?+2Fu'v +Gv'? V Eui+2Fuivi +Gvi 
On pose 

du = u(t) dt, dv = v (t) dt, 

Ou = u,(t) dt, Ôv = v, (t) dt, 


il vient la formule conventionnelle 
E du ôu<+ F (du'ôv + du Ôu) + G dv ôv 


OS ————————_————_———_—_——————————— 
: VE du?12F du du+G du® VE ôu® +2F ôu bv+6G ôv® 


ou, en bref, 
cos q = 
1” dr° V/ ôr° 

On la met des fois sous la forme commode 

I (d, à) 
VI (a) VI) 

En particulier, on définit le cosinus de l’angle des lignes de coor- 
données u —= const et v —= const de la formule 


AVE 
Par conséquent, les lignes de coordonnées u — const et v = const 
sont orthogonales si et seulement si F=0. CG 
+ à * 


cos F = 


COS @ — 
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Soit (6) une surface (régulière) arbitraire qui n'est en général 
pas équivalente à (1) et soit donnée une application du support de (1) 
dans le support de (6). Si les surfaces (1) et (6) constituent des injec- 
tions (on sait qu’elles le sont localement toujours, i.e. pour W et W, 
suffisamment petits), cette application définit une application 
W — W,, et, inversement, toute application W — W, définit une 
application du support de la surface (1) dans celui de la surface (6). 
A chaque application W — W, on donne donc le nom d'application 
de la surface (1) dans la surface (6). 

Chaque application de (1) dans (6) est donnée par définition au 
moyen de deux fonctions 


(16) U = Wu, V), Vi = (u, v) 


définies pour (uv, v) € W telles que (u, (u, v), v, (u, v)) € W, quel 
que soit le point (u, v) € W. 

L'application (16) constitue un difféomorphisme de la surface (1) 
sur la surface (6) si elle est un difféomorphisme de l’ouvert W sur 
l'ouvert W.. 

Chose à souligner, deux fonctions (16) non identiques définissent 
l'application identique de supports. Cela a évidemment lieu si et 
seulement si 


r (u, v) = ri ( (u, v), ü (u, v)) 


pour tout point (u, v) € W, i.e. si les fonctions (16) déterminent l’équi- 
valence des surfaces (1) et (6) (voir leçon 24, déf. 3). O 

D'autre part, chaque fois qu’on se donne un difféomorphisme (16), 
on passe de la surface (6) à la surface équivalente 


(17) r = r (W (u, v), wi (u, v)), 


auquel cas la même application de supports est donnée par le difféo- 
morphisme identique W — W. Si l’on emploie un vocabulaire plus 
coutumier, mais moins rigoureux, on dit que (avec un choix con- 
venable des coordonnées sur les surfaces) tout difféomorphisme de sur- 
faces est une application définie par égalité des coordonnées. O 


+ * * 


Définition 3. Le difféomorphisme (16) de la surface (1) sur la sur- 
face (6) s'appelle isométrie si la première forme quadratique de la 
surface (17) coïncide en tout point (u, v) avec la première forme 
quadratique de (1), i.e. si les coefficients des premières formes 
quadratiques des surfaces (1) et (6) vérifient les égalités (13). 

Deux surfaces sont dites isométriques s’il existe au moins une 
isométrie de l’une d'elles sur l’autre. 

On éclaircit cette définition par recours à une courbe L quelcon- 
que de la surface (1). Soient une fois de plus 


u=ut(t), væÆv(t), a<t< b, 
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les équations paramétriques de ZL (considérée comme courbe sur 
une surface). Chaque application (16) associe à L une courbe Z, 
sur la surface (6), dont les équations paramétriques s’écrivent 


U — U (u (t), v (t)), n = Uu(t), v(t)), a<t<b. 


Le support de L, est évidemment l’image du support de ZL dans l’ap- 
plication de supports définie par (16). D'où le nom d'image de L 
par (16) qu'on donne à la courbe Z,. 

La courbe L, est définie sur la surface équivalente (17) par les 
mêmes fonctions u = u (t), v = v (t) que la courbe Z sur (1). Aussi, 
la formule de la longueur s, de L, s'écrit 


b 
Si = | V'E*u'"=L2Fru'v  +G*v'= dt, 


e 
« 


E*, F*, G* étant les coefficients de la première forme quadratique 
de la surface (17). Si E* = E, F* = Feet G* = G, ï.e. si le difféo- 
morphisme (16) est une isométrie, on retrouve la formule (14) pour 
la longueur s de la courbe L. Aussi s, = s. 

Inversement, supposons qu'étant donnée une courbe ZL quelcon- 
que sur la surface (1), la longueur s, de son image L, sur (6) (i.e. sur 
la surface équivalente (17), ce qui revient au méme) est égale à la 
fongueur s de Z. Cela est vrai en particulier pour Z définie par les 
lonctions 


u(tj=u +at, v(=0+bt, 0O<LI<LT, 


(Lo, Lo) étant un point arbitraire de W, a et b des nombres quel- 
conques (et 7 un nombre tel que (u (ft), v (t)) € W pour0<1t< T). 
Mais on a u’(t) = a et v'(t) = b pour ces fonctions, si bien que 
S = $, S'écrit 
: : 
Î V'Ea+2Fab+ Gb dt = | V E*a® + 2F*ab+ G*bdt, 
0 


0 
d'où l’on tire en dérivant par rapport à T en en faisant la substi- 
tution T = 0 
VE (ue vo) 42 +L2F (us, vo) ab+ G (us, Vo) be — 

= V E* (u,, vo)a?+2F*(u,, vo) ab+G* (us, Lo) b*. 
Les nombres a et b étant absolument quelconques, cela ne peut 
avoir lieu que si 


E (Uo; Vo) — E* (Lo; Vo) F (Uos Vo) —= F*% (Lo Co); 
G (Uos Vo) = G* (Us, Lo); 
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i.e. si £ — E*, F = F#et G = G* sur W (en effet, (us, v,) est un 
point arbitraire de W), donc si le difféomorphisme (16) est une iso- 
métrie. 

Ainsi, les difféomorphismes de surfaces sont des isométries si et 
seulement s'ils conservent les longueurs des courbes, i.e. si toute courbe L 
sur la surface (1) et son image L, sur la surface (6) sont de même lon- 
gueur. Ü 

Imaginons-nous une surface faite en matière élastique inexten- 
sible. La longueur des courbes situées sur la surface est alors con- 
servée par toute déformation de celle-ci, i.e. la déformation donne 
une surface isométrique. Partant de cette intuition, les mathéma- 
ticiens du XIX°® siècle qui ont posé les fondements de la théorie 
des surfaces disaient « surfaces applicables l’une sur l’autre (par 
flexion)» et non «surfaces isométriques». La terminologie s’est 
conservée en partie, mais le terme « flexion» a un sens plus restreint : 
c'est une isométrie liée à la transformation identique par une famille 
continue d’isométries. On a longtemps cru que localement, i.e. dans 
un voisinage suffisamment petit d'un point quelconque, toute iso- 
métrie est cette flexion-là. Mais voilà que Nikolaï Efimov, un pro- 
fesseur à l’Université de Moscou, le réfute dernièrement avec un 
contre-exemple à l'appui. 

La propriété des isométries de conserver les longueurs tient à ce 
que dans la formule (14) de la longueur d'une courbe figurent seule- 
ment (à part les fonctions définissant la courbe) les coefficients de 
la première forme quadratique Z. Or, c’est également la particularité 
de la formule (15) pour l’angle de deux courbes. On dit donc que les 
isométries conservent les angles. O 

Il y a intérêt à appeler la géométrie intrinsèque d'une surface 
l'ensemble des notions et des résultats indépendants des isométries. 
Ainsi, les notions de longueur et d’angle relèvent de la géométrie 
intrinsèque. 

Il est clair qu’il en est ainsi de toute notion qui est définie par 
la première forme quadratique seule (comme c’est le cas de la longueur 
et de l’angle). 

Par définition, deux surfaces obéissent à une même géométrie intrin- 
sèque (c'est-à-dire sont isométriques) si l'on identifie leurs premières 
formes quadratiques par un changement de coordonnées. Le critère 
est manifestement inopérant. Notre but immédiat est de le rendre 
efficace. On s’en occupera dès la leçon suivante, et on propose en 
attendant plusieurs exemples de recherche de la première forme 
quadratique. 

& à *# 


Exemple 1. Le plan Ozry rapporté aux coordonnées u = x et 
v = y a pour équation paramétrique r = ui +— vi. Aussi r, = i, 
r, = j, donc E =1,F —0,G — 1, i.e. la première forme quadra- 
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tique du plan s'écrit 
(18) I = du* + dv. 


{D'ailleurs on l’établit facilement sans calcul.) 
Exemple 2. S'agissant du cylindre circulaire 


r= Rocosu-i + Rsinu-j +v.k, 
On ar, = —Rsinu-i+Rocosu-j et r, = k. Aussi 


E=r =R, F=rr, =0, G=r=t1, 


M? 


ie. pour le cylindre 
I = R° du° + dr:. 


On introduit une nouvelle coordonnée uw, = Ru (et on désigne u, 
par u), ce qui transforme J en (18). Par conséquent, le cylindre est 
isométrique à un plan. 

Intuitivement, c'est évident: pour appliquer le cylindre sur un 
plan (plus précisément, sur une portion de plan), il suffit de le 
couper suivant sa génératrice. 

Exemple 3. Etant donnée la surface de révolution 


r=z(v)cosu-i + z(v) sin u-j + 3 (v) k, 


‘On à 
ry = —Z(v)sinu-i + zx (v) cos ui, 
r, = Z'(v)cosu-i + x’ (v) sin u-j + z° (v) k. 
Donc, 
E = x (v*) sin u + x (v)* cos® u = x (v)°, 
F = —z (v) sin u-zx'’(v) cos u + zx (v) cos u-x’ (v) sin u = 0, 


G = x" (v)* cos u + z’(v)° sin u + z° (u)* = zx’ (v)* + z° (v}°, 
-si bien que 
I = x (v)° du* + (x° (v}° + 3° (v}°) du. 


On conçoit intuitivement que les méridiens et les parallèles de 
toute surface de révolution sont orthogonaux. Aussi l’égalité F = 0 
s'impose sans qu'on ait besoin de calculs. 

Si le profil x = x (v), z — z (v) de la surface de révolution est 
rapporté au paramètre naturel v = s (auquel cas z° (v)* + z° (v)* — 
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— 1), la forme J devient particulièrement simple : 
I = x (v)° du? + dv*. 
En particulier, on a pour la sphère (de rayon 1) 
(19) I = cos* v du* + dv°. 


Les cartographes ne savent que trop bien qu'aucune portion de 
sphère, fût-elle minime, n'est applicable sur le plan. Autrement 
dit, aucune transformation de coordonnées ne change la forme (19) 
en la forme (18). (On le démontrera dans la leçon terminale.) 

Exemple 4. On appelle chaînette la courbe que prend un fil homo- 
gène qui pend sous l’action de son poids, et la surface de révolution 
dont le profil est la chaînette porte le nom de caténoïde. 


Caténoiïde 


On montre en statique que la chaïînette est le graphe du cosinus 
hyperbolique. Ainsi, x (v) = ch v, z (v) = v pour la caténoiïde, si 
bien que 


z(v} = cho et zx’ (0) + 7° (v)* = sh° v + 1 = ch v. 
La première forme quadratique de la caténoïde s'écrit donc 
(20) I = ch* v (du* -- dv*). 


Exemple 5. Soit une droite perpendiculaire à l’axe Oz. On sup- 
pose qu’elle subit un déplacement hélicoïdal uniforme autour de 
l'axe (le pas d'hélice étant proportionnel à l’angle de rotation). La 
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surface réglée engendrée par cette droite s'appelle l’hélicoïde. Elle 
fait penser au plan incliné des garages d'automobiles. 


A 


Hélicoïde 
Si la droite est paramétrée par v, et u est l’angle de rotation, 


l'hélicoïde est défini par l'équation 
r —vcosu-i + vsin u-j + uk. 


Aussi 
r, = —Vsinu-i +vcosu-j + k, 
r, —= CosSu-i + Sin ui, 


donc 
E=1+u, F—=0, G=lîi. 


Ainsi, la première forme quadratique s'écrit 
I = (1 + v*°) du° + du. 
On introduit les coordonnées u,, v, reliées aux coordonnées ancien- 


nes u, v par les égalités 


u =uU, v = sh. 


Dans ce cas 
4 + 0° = 1 + sh° uv, = ch° v,, 


du = du,, dv = ch v, dv,, 
et 
I = ch° v (du + dv°) 
(on omet les indices des nouvelles coordonnées), forme qui coïncide 


avec la forme (20). 
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Ainsi, l'hélicoïde et la caténoïde sont isométriques (localement, 
cela va de soi), et il existe une isométrie qui transforme les méridiens 
de la caténoïde en les génératrices rectilignes de l’hélicoïde. 

N'est-ce pas un résultat remarquable ?! 

Exemple 6. Soit une surface réglée arbitraire 


(21) r=pl(u) + va (u), 


où (voir leçon 24) p = p (u) est une courbe régulière rapportée au 
paramètre naturel et a(u) une fonction vectorielle telle que 
| a (u)| = 1 pour tout u. On dérive par rapport à u (on le symbolise 
par les points au-dessus des lettres), il vient 


r,—p—+ va, Fi: A: 
Comme p°® — 1, aa — 0 et a — 1, on a 
E—1-+9vpa+va, F—pa, G-1. 


Si on a, en particulier, a — p (surface des tangentes), alors 


pa = a — { (i.e. F = 1) et pa — 0, a = k?, avec & la courbure de 
la courbe p = p{u) (i.e. E — (1 + k*v*)). Ainsi, on a pour la sur- 
face des tangentes 


(22) I = (1 + k°v*) du® + 2du du + dv*. 


Si a(u) est le vecteur de la binormale à la courbe p = p (u), 


alors pa = 0, pa — 0 et a? — x°, où x est la torsion de la courbe 


p — p(u). Par conséquent, la première forme quadratique de la 
surface des binormales s'écrit 


I = (1 + x°v*) du° + du*. 


On voit que la première forme quadratique de la surface des 
tangentes dépend seulement de la courbure de la courbe, tandis que 
celle de la surface des binormales est fonction de la torsion seule. 


+ *X 


On en déduit en ce qui concerne la surface des tangentes que 
loute surface des tangentes est isométrique (localement) à un plan. 
En effet, soit une courbe plane à mème courbure À = # (u) (cette 
courbe existe en vertu du théorème général 1 de la leçon 24). La 
première forme quadratique{ de la surface des tangentes à la courbe 
est encore (22). Il est néanmoins clair que la surface des tangentes 
à une courbe plane est (localement) un plan. On trouve donc un 
changement de coordonnées tel que la première forme quadratique 
dr® + dy* du plan devienne dans cette transformation la forme (22). 
{Il s'écrit 

z=z(u) + zx (u)v, y = y(u) + y” (u) v, 
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z (u) et y (u) étant des fonctions telles que z'(u)* + y'(u)? = 1 et 
2" (u)? + y" (u) = k(u}Ÿ.) D 

Cette isométrie est réalisée en appliquant la courbe p = p (u) 
sur la courbe plane par une déformation continue. 

C’est la raison pour laquelle les surfaces des tangentes portent 
le nom de surfaces développables (on sous-entend qu'elles le sont sur 
un plan). 

Dans le cas a (u) = p (u), la surface (21) est un cône de sommet 
en l’origine (et la courbe p = p (u) est la courbe intersection du cône 
et de la sphère unité |p| = 1). On a 


CE e 
9 
- 


pa — p°= 1, a — 1, pa —0, 
si bien que la forme J se récrit 
I = (1 + v)° du* + dvi. 
On la transforme en la forme un peu plus simple 
(23) I = v* du* + dv° 


par le changement de coordonnées (u, v) > (u, 1 + v). 
On introduit les nouvelles coordonnées 


TZ = UVCOSU, y = VSiNn u. 
Alors 
= —y sin u du + cos u dv, 
dy = v cos u du + sin u dv, 
donc 
dr? + dy = v° du* + du. 


Ainsi, tout cône est isométrique à un plan, ce qui autorise à ranger 
les cônes parmi les surfaces développables. 

On note que la forme (23) n’est rien d'autre que la première 
forme quadratique du plan rapporté aux coordonnées polaires r = v 
et p—= u. 

Plaçons-nous enfin dans le cas où le vecteur a (u) est une cons- 


tante (donc a — 0). La surface (21) est un cylindre. On estime, 
sans que cela nuise à la généralité, que la directrice p — p (u) du 
cylindre est une courbe dans le plan orthogonal au vecteur a (si 


bien que pa = 0 et ‘pa — 0). On a donc comme dans l’exemple 2 
(cylindre circulaire) 
I = du* + dv*. 


Aussi les cylindres sont également des surfaces développables. 

On montrera dans la leçon suivante que les surfaces développables 
(i.e. les cylindres, les cônes et les surfaces des tangentes) sont les 
seules surfaces réglées qui soient isométriques à un plan. Il y a plus. 
Les surfaces développables épuisent l’ensemble des surfaces isométri- 
ques à un plan. Nous nous abstiendrons de la démonstration. 
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Plan tangent et vecteur de la normale. — Courbure d’une section 

normale. — Deuxième forme quadratique d’unesurface. — Indicatrice 

de Dupin. — Courbures principales. — Deuxième forme quadratique 

d’un graphe. — Surfaces réglées à courbure nulle. — Surfaces de 
révolution. 


Soit une fois de plus une surface régulière quelconque 
(1) r=r(u,v), (u, vEW, 
dans l’espace euclidien € de dimension 3. 


On rappelle que le plan tangent à (1) au point (u, v) est par défi- 
nition un plan de l’espace qui passe par un point de rayon vecteur 
r(u, v) et a pour bivecteur directeur r, /\ r, (voir leçon 25). Si € 
est orienté, on définit pour tout (u, v) de la surface un vecteur uni- 
taire n = n (u, v) perpendiculaire au plan tangent tel que 
(2) lus Fos D 
constituent un repère direct de 6 (plus précisément de l’espace vec- 
toriel attaché 7‘). Le vecteur n ainsi défini s'appelle le vecteur de la 
normale à la surface (1) au point (u, v). Le repère (2) porte le nom 
de repère mobile de la surface au point (u, v). 

On souligne que le repère mobile n’est en général pas orthonormc. 

Le vecteur n est certes colinéaire à r, X r,, si bien que 

si [ru Xrol ” 

Lemme 1. Deux vecteurs quelconques a et b de l’espace vectoriel 
euclidien orienté 7” de dimension 3 vérifient l'égalité 
a? ab 
ab b° 


jaXb|?= 
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Démonstration. Soit i, j, k un repère orthonormé direct de l’espace 
vectoriel 7” tel que 


auquel cas a X b = abk et 


a® — a, ab =ab", b° = b* + b*. 
Aussi | a X b|° — a°b° et 


’ 


a® ab a° ab 
ab b2| lab’ b'?°+b? 


Remarque. La théorie des volumes de tout espace euclidien est 
développée par analogie avec la théorie des aires et des volumes 
pour un espace de dimension 3. Le lemme constitue alors un cas 
particulier de la proposition générale suivante : étant donnés les vec- 
leurs a,, ..., an quelconques d'un espace vectoriel euclidien arbitraire 
Ÿ', le carré du volume m-dimensionnel du parallélépipède construit 
sur ces vecteurs est égal au déterminant 


=a?(b"?+b?) — (ab): = ab. CO 


a; Ads ... Ajâm 
aa, à Am 
AmA! A mA . ai, 


Ce déterminant s'appelle le déterminant de Gram des vecteurs a,, . .. 
.... Am. Il est nul si et seulement si a,, ..., a, sont linéairement 
dépendants. Si m = dim 7° et a,;, ..., a, sont indépendants (i.e. 
ils forment une base), les éléments du déterminant de Gram ne sont 
autres que les coefficients métriques de la base. 

S'agissant des vecteurs r, et r,, le lemme 1 entraîne de suite 


FO rue E F 
6 Qi EE TE =|r C|-Ec-r. 
donc 
Tu Xp 
_ V'EG—F: ? 
formule dont on se sert d'habitude pour calculer le vecteur n. 
+ X * 


Soit t, un vecteur unitaire quelconque qui est un vecteur tangent 
à (1) au point (w,, vo). Considérons le plan de bivecteur directeur 
to À No; No = n (Us, Lo), qui passe par un point de rayon vecteur 
r (Uo, Lo). Intuitivement, il est évident que le plan coupe la surface 
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suivant une courbe admettant en (u,, v) le vecteur tangent t, 


(qui est donc une courbe régulière). Cette courbe constitue la section 
normale de (1) définie par le vecteur tangent t. 


Section normale 


Soient x, y, z des coordonnées rectangulaires dans € telles que 
la surface (1) au voisinage du point (us, v,) Soit le graphe d'une 
fonction différentiable z = z (x, y), le vecteur n, étant le vecteur 
de base k. Si t, = ai + bj, la section normale définie par t, a évi- 
demment (en tant que courbe sur une surface) pour équations 


u=u)+at, v = 0, + bt 


(ses équations dans l’espace sont x = u, + at, y = vw + bt, z = 
= z(u) + at, vo + bt)). 

On dispose donc d’un procédé pour écrire les équations d’une 
section normale, et, ce qui plus est, on définit formellement celle-ci 
(sans recourir à aucune idée intuitive) comme étant une courbe sur 
une surface dont les équations sont u = u, + at, v = v, + bt 
(avec la condition obligatoire que la surface (1) constitue le graphe 
de la fonction différentiable z = z (x, y)). On doit certes vérifier 
si la définition est intrinsèque. Théoriquement, la chose n’est pas 
difficile, et si nous nous abstenons de le faire, c’est que la notion 
de section normale joue dans notre exposé un rôle subalterne, voire 
heuristique pour l'essentiel. 

Soient u = u (s), v = v (s) les équations (dans le cas de surfaces) 
de la section normale de (1) en (u,, v,) définie par le vecteur tangent 
t, et soit s le paramètre naturel d’une courbe gauche r = r (s), où 
r(s) =r(u(s), v (s)), et u (0) = us. v (0) = v,. Le vecteur tangent 
t = t(s) à la section normale vérifie alors l'égalité 


EE = Tul + rel, 
1/2 16—01311 
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avec t(0) —t,. Par conséquent, 
t=rutrutrvtrv= 
= (ruut + ruo) u + (rouu + lool) U + ru Uu + roU — 


= luu (u)? + Juo (uv) + Poe (v)2+ ru + Le 


On pose s = 0 et on multiplie par n,, il vient 


(3) E(0)no= ((ruu)o no) ü (0)? + 
+ 2 ((rue)o no) & (0) v (0) + ((ree)o No) v (0)2 


car (r,)o no = 0 et (ro)o no = 0. 

On note qu'une section normale est par définition une courbe 
plane. Les vecteurs t,, n, définissent dans le plan de la courbe une 
orientation, si bien que la section normale a une courbure relative 
kra en chacun de ses points (voir leçon 23). Cette courbure est évi- 


demment égale en s — 0 au produit scalaire t (0) n, et est donc cal- 
culée par la formule (3) 

On simplifie les formules en omettant l'indice 0, i.e. on désigne 
t, par t, le point (u,, v,) par (u, v), et ainsi de suite. La courbure 
relative (en s = 0) de la section normale en (u, v) définie par t sera 
notée k (t). On pose de plus 


LI Puun = —Tulu; 
(4) M — ruvn — —Tulp — —T)hu; 
N =r,,n = —r,n, 


(comme r,n = 0, on a r,,n + ren, = 0 et r,,n + rn, = 0, et 
r,n — 0 entraîne r,,.n + r,n, = 0 et r,,n + r,n, = 0). Avec ces 
notations, la formule (3) se récrit 


(5) k(t) = Lu? + 2Muv + Nv°, 
u et v étant les coordonnées de t dans le repère r,, LE, : 
tr un. 


On prend (5) pour définition formelle de la fonction tk (t), 
auquel cas tous les raisonnements antérieurs constituent sa justi- 
fication non formelle. 

On applique la fonction construite t —> k (t) à tous les vecteurs 
tangents non nuls dr = r, du + r, dv, et on estime par définition que 


k (dr) = k (ST) 
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(on Fappere que ds = | dr |; voir plus haut). Comme le vecteur uni- 


du 
taire — a pour coordonnées les nombres PS et — —, on à par la for- 


mule (5) 
k(dr)=L ($ 2) +2 SENS 


Puisque 


| = L du? +2M du du+ N dut 
ds? £ 


ds — E du* -- 2F du dv +— G dv, 
on aboutit donc à 


(6) k (dr) — L du® + 2M du du + N dui 


E du? + 2F du duv+G du? ° 


+ * * 


Définition 1. La forme quadratique 
L du* + 2M du dv + N dÀ 
s'appelle la deuxième forme quadratique de la surface (1). On la 


désigne par le symbole 71. 
On introduit le vecteur 


(7) dn = n, du -- n, dv, 


ce qui permet d'identifier (en vertu de (4)) la forme II et le produit 
scalaire —dr dn. 
La formule (6) devient alors l'égalité suivante facile à retenir: 


II 
CR D 

ou encore (à l’aide du vecteur (ÿ)) 
dr dn 
LE 


Certains auteurs désignent les coefficients L, M, N de la forme ZI 
par les symboles D, D”, D” respectivement. 


* + + 


Pour se représenter intuitivement la fonction t — Æ (t), on uti- 
lise une courbe du plan tangent qui porte le nom d'indicatrice de 
Dupin. On la construit pour tout vecteur unitaire t en menant à par- 
tir du point de tangence (pris pour origine © dans le plan tangent) 
dans la direction de t un segment de longueur | 4 (t)| -!/?. On note 
z et y les coordonnées (dans le repère Oruro) de l’extrémité du seg- 
ment, auquel cas la longueur de celui-ci s’écrit avec les notations faci- 
les à interpréter 


[er +ynl = VI(z, y). 
16+% 
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La formule (6) de la courbure k (1) se récrit 


IT (x, 
FO= TE D 


si bien que l’indicatrice de Dupin est définie par l'équation 


VT a, y = p/ LE BAS 


IT (x, y)? 
1.e. par 
| IT (x, y)| = 1. 
On a démontré que l’indicatrice de Dupin est une courbe d’équation 
| Le* + 2Mzxy + Ny° | = 1. 


Si LN — M°>0, cette courbe (ou, plus précisément, l’en- 
semble de ses points réels qui seul nous intéresse) est l’ellipse 


(8) La + 2Mzy + Ny° =, 


avec & — +1 ou € — —1 selon que L > 0 ou L << 0. Le point de 
la surface (1) en lequel ZN — M°> 0 est dit elliptique. 


En un point elliptique En un point En un point parabolique 
hyperbolique 


Indicatrice de Dupin 


En un point elliptique, toutes les courbures k (t) sont de même 
signe (qui est celui de L). Parmi celles-ci, il y en a la courbure 
maximale k, et la courbure minimale k, (à moins que la courbure 
n’est pas une constante, i.e. l’indicatrice de Dupin est une circon- 
férence) qui correspondent aux directions du petit axe et du grand 
axe respectivement de l’ellipse (8). 

Quand ZLN — M°<O0, l’indicatrice de Dupin est formée de 
deux hyperboles 


(9) Lz® + 2Mzy + Ny° = +1 


admettant les mêmes asymptotes. On dit donc du point de la sur- 
face (1) en lequel ZLN — M° < 0 qu’il est hyperbolique. La courbure 
k (t) atteint son maximum k, >> 0 dans la direction de l’axe réel 
de l’une des hyperboles (9). Si l’on fait tourner le vecteur t, la cour- 
bure diminue jusqu’à devenir nulle (pour t ayant la direction asymp- 
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totique), pour atteindre afin le minimum k, << 0 (quand la direction 
de t coïncide avec la direction de l’axe réel de l’autre hyperbole, i.e. 
avec celle de l’axe imaginaire de la première). 

Si LN — M? = 0, le point correspondant de la surface (1) est 
dit parabolique. L’équation en ce point de l’indicatrice de Dupin 
s'écrit 


(10) (VILTz+ VIN Ni} =1, 


i.e. l’indicatrice se décompose en deux droites parallèles (sous la 
condition que L Æ 0 ou N + 0). La courbure k (t) est nulle dans 
la direction de ces droites, et elle est maximale (en valeur absolue) 
sans changer de signe dans la direction perpendiculaire. Si L = 0, 
N = 0 (donc M = 0), k (t) est identiquement nulle en t (et l’indi- 
catrice n’est pas définie). 

On note qu’en les points elliptiques et paraboliques, l’indicatrice 
de Dupin est une courbe du second degré, tandis qu'elle est une courbe 
du quatrième degré en un point hyperbolique. 

Dans les trois cas, la fonction k (t) (quand elle n’est pas identi- 
quement nulle) passe nécessairement deux fois par son maximum k, 
et son minimum 2. 


$ à + 


Définition 2. Les nombres x, et 4, s'appellent les courbures prin- 
cipales de la surface (1) au point concerné. Le produit 


K — kik 
est la courbure totale (ou courbure de Gauss), et la somme 


7 Ritk 
H=—-—= 


s'appelle la courbure moyenne. 

Les résultats ci-dessus autorisent à dire que À > 0, X << 0 ou 
Æ = 0 selon que le point considéré est elliptique, hyperbolique ou 
parabolique. 

La recherche des courbures principales pourrait consister à déter- 
miner les directions principales des courbes du second degré (8) 
et (9) (le problème ne se pose pas pour la courbe (10)), puis à établir 
leurs équations canoniques. Les coordonnées x et y n'étant pas rec- 
tangulaires, cette manière d'agir impose des calculs laborieux. 
Aussi nous utiliserons la formule fondamentale (6). 

Conformément à (6), la courbure x, est la valeur minimale de la 
fonction 


IT (z,y) _ Li + 2Mzy + Ny 


(x, y) Ex +2Fry + Gy? 
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de deux variables x et y pour (x, y) + (0, 0). C’est pourquoi 
IT (x, y) 
T(x, y) 


pour tout (x, y) = (0, 0), l’égalité ayant lieu au moins en un point 
(z, y). Du moment que J (x, y) > O pour (x, y) (0, 0), la der- 
nière inégalité est équivalente à 


IT (x, y) — kel (x, y) 2 0 
qui signifie que la forme quadratique Z1 — k,I de matrice 
L—kE M—Kk,F 
re ui 


est non négative en tous les points (x, y) (0, 0) et atteint la 
valeur nulle au moins en un de ces points. 

De même, on caractérise le nombre k, par la forme quadratique 
II — k,I qui est partout non positive et nulle au moins en un point 
(x, y) Æ (0, 0). 

Or on établit facilement (de façon immédiate ou moyennant la 
théorie générale des formes quadratiques sur R; voir leçon 12) 
qu'une forme quadratique de deux variables est partout non positive 
(ou partout non négative) et nulle au moins en un point (x, y) = (0, 0) 
si et seulement si son rang est inférieur à 2, i.e. si sa matrice est de déter- 
minant nul.[C 

Cela prouve que les courbures principales k,, k, sont racines 
de l'équation 


> k2 


L—kE M—kF 
M—kF N—kxG| T° 
ie. de l'équation 
(EG — F°) k° — (EN + GL — 2FM) k + (LN — M?) = 0. 


On en tire en particulier (en vertu des formules de Viète) que 


_ LN—M® _ { EN+GL—2FM 
K— EG—F? ? = EG —F® 


La première formule trouvera des applications importantes dans la 
leçon 27. 


* *X + 


Supposons les coordonnées x, y, z dans l’espace € telles que la 
surface considérée soit le graphe d’une fonction z = z (x, y), avec 
z (0, 0) = 0, le vecteur de la normale au point (0, 0) étant le vec- 
teur unitaire k de l’axe Oz. On van de suite que la dernière hypo- 


thèse équivaut à (SE = ), = 0e" 


\3y SE) = 0, si bien que le développe- 
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ment taylorien de z (x, y) commence par les termes du second degré: 
z = re + 2sxy + ty + ..., 


D d®: d®z 
dus (Eh s=(> Le Fe ar Do 

On a dans ce cas r = ui + vj + zu, v) k, donc r, = i + z,k, 
r =) +z.k et ru = 2u0k, Foo = ZuoK, Yoo = Zv0K- Par consé- 
quent, on a au point (0, 0) les égalités L = r, M =5s, N =t, 
i.e. dans ce cas, la deuxième forme quadratique coïncide avec la somme 
Za (x, y) des termes du second degré du développement taylorien de la 
fonction z (zx, y).0 

Du moment que la surface z = z (x, y) ne diffère guère au voi- 
sinage de (0, 0) de la surface z — 2, (x, y) et que z = z, (x, y) est 
un paraboloïde elliptique ou un paraboloïde hyperbolique selon que 
rt— ss > Oourt — s < 0, on vient de prouver qu’au voisinage d’un 
point elliptique une surface quelconque diffère peu d'un paraboloïde 
elliptique et qu’au voisinage d'un point hyperbolique elle avoisine un 
paraboloïde hyperbolique.QO 

Cela donne une idée suffisamment nette du comportement des 
surfaces au voisinage des points non paraboliques. 

On ne saurait dire rien de précis sur la forme des surfaces autour 
des points paraboliques. Généralement parlant, cette forme peut 
être très compliquée. 


% 


ou 


% *X *% 
S'agissant de la surface réglée 
(11) r —p(u) + va (u), 
il est déjà apparu que 
E:-1+92vpa+va, F—pa, G—1 


(on fait comme toujours l'hypothèse que le paramètre w de la courbe 
p = p (u) est naturel et que a (u) est un vecteur unitaire). Ensuite, 


l[u—=Pp+H+Va, r—=a, 
ru XF =pXa+v(a x a), 


__pXa+v(a xa) 
VEG—F: ? 


Fuu—=P+Va, Fruo—=A, Foro — 0, 


L, — (P+va) (P x a+v (a x a)) _ 
V EG—F? ? V EG -F'° 


LN— M2— — {082} 
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donc 


____ (paa} 
K = (EG — Fr <0. 


Ainsi, la courbure totale d'une surface réglée arbitraire est non positive, 
i.e. une surface réglée est dépourvue de points elliptiques. O 
Si la surface est un cylindre (a — 0), un cône (a — p, donc 


= p) ou une surface des tangentes (a — p), la formule obtenue 
entraîne À = 0. Ainsi, La courbure totale de chaque surface développable 
est nulle. 


Inversement, soit À — 0, auquel cas paa — 0, i.e. les vecteurs 


p, a, a sont coplanaires. Si le vecteur a (u) n’est pas identiquement 
nul, i.e. si la surface (11) n’est pas un cylindre, alors on restreint 


(si besoin est) le voisinage, et on estime que a (u) = 0 pour tous les u. 
Aussi il y a indépendance linéaire des vecteurs a et a (a et a sont 


non nuls et orthogonaux), si bien que le vecteur p en est combinaison 
linéaire : 


p— Àa + pa, 
avec À = À (u), u = u (u) des fonctions de uw. 
Soit 
W=u =v+(u). 
Comme le jacobien de cette transformation est 1, les nombres u, 
et v, sont également (après un passage éventuel à un voisinage plus 


petit) des coordonnées sur la surface (11), i.e. ils définissent une 
surface équivalente. L'équation de celle-ci est 


Tr — Or () + via (tu), 


* 


où 
P1 (u) = p (u) — pu (u) a (u), 
donc 
P,=p—upa—ua—(i—)a. 
Si p, est identiquement nul (i.e. si À — u), alors la surface (11) 
admet comme équation 
r — const + va (u) 
et représente donc un cône. Dans le cas contraire, on estime (en rédui- 


sant, si besoin est, le voisinage) que A (u) 0 pour tout u. On 
passe au paramètre naturel (et on change, si besoin est, le signe de 


v.), il vient p, = a, i.e. la surface considérée est une surface des tan- 
gentes. 
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On vient de démontrer la 
Proposition 1. Une surface réglée est à courbure totale nulle: 


K = 0, 
si et seulement si elle est une surface développable. Q 
On a de plus établi que les surfaces développables sont caracté- 
risées par la condition 
paa =Ÿ 
qui équivaut, on le voit facilement, à la propriété « les vecteurs 


p X aeta X a sont colinéaires». Or, dire que p X a et a X a sont 
colinéaires, c’est dire que le vecteur 


r, XP =pXa+v(axa) 


est indépendant de v à un facteur de proportionnalité près, i.e. que 
le vecteur unitaire correspondant n est indépendant de v. Cela dé- 
montre que les surfaces développables sont les seules surfaces réglées 


Surface des tangentes développable 


à avoir un même plan tangent en tous les points d'une même génératrice 
rectiligne.[l 
+ + * 
Etant donnée une surface de révolution quelconque 
r=z(v)cosu-i + x (v) sin u-j + z (v) k, 

on a 

r, = —Zz(v)sinu-i + x (v) cos u-)j, 

r, = Z’ (v)cosu-i + x’ (v) sin u- j+ z’ (v) k 
17—01311 
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donc E = z(v)°, F — 0, G — 1 (on suppose que x’ (v)° + z° (v)? = 
— 1; voir leçon 25). Aussi 
r, X Fr, = z(v)z’ (v)cosu-i + x (v) z’ (v) sin u-j — x (v) x’ (v)k, 
n — 2" (v)cosu-i + z’ (v) sin u-j — zx’ (v) k; 


Fyu — —Z (v) cos u-i — x (v) Sin ui, 
Ty = —Z (v)sinu-i + x’ (v) cos ui, 
Fo = Z’ (v)cosu-i + z” (v)sinu-j + z” (v)k; 


L=r,,n=—-2{(v)z (v)}, M=r,.n = 0, 
z'(v) z°(v) 
z"(v) z"(v)|” 
xz'(v) 5’ (v) 
z”(v) z"(v)|° 
Cela démontre que s’agissant d’une surface de révolution 
_ 3" () z'(v) z'(v) 

(0) [x (v) z'(v)| 


N =zx" (v)z'(v)— 3" (v) z° (v) = — 


LN—M?  z'(v) 
EG—F? — z(v) 


Exemple 1. On a pour une sphère de rayon K 


z (uv) = = Rcos——, z(v) =Rsin—-, 
donc 
z'(v)=—sin—, 2'(v) =cos —, 
2" (v)= — cos 2 (v)= —+sin, 
__s'@) [z"@) z'E)| 1 
26) |z"(o) z'()| 7 FE 


Ainsi, une sphère de rayon R est à courbure totale constante _ .O 


Intuitivement le résultat est évident. 
Voici un exemple plus intéressant. 
Exemple 2. Une surface de révolution de profil 


z(v)=Rsinv, z2(v)=R (In tg + +cosv) : 0<v<+, 
(c'est la éractrice) s'appelle sd -“dé On a pour cette surface 


, _ cos . 
z'(v)=Reosv, :'(v) = ———— Rsinu=kR ns 


donc 
x’ (0)? + z° (v}° = R* cotg* v. 


tŸ 
O1 
ES 
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Pseudo-sphère 


Comme zx’ (v)° + z° (v)* = 1, on ne saurait utiliser directement 
la formule générale ci-dessus. On passe au préalable au paramètre 


naturel du profil. 


On a 

L) 

s——R | cotgvdv=—Rinsinv, 
a 
2 

donc 

- 4 I SH 

sinv—e “, cosv—- 1—e R 


e 
U ct) A 
eR — e R—1, 


Ainsi, la tractrice rapportée au paramètre naturel (qu’on désigne 
encore par v) est définie par les fonctions 


z(v)=Re'R, 


z(v)=Riln (Fr V#% 1) V’: Hé 


179 
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On calcule 
z'(v)}=—e À, z'(v)— LV er, 
mi 27 
z'(v)=+e R, z”"(v) = — — 


z° (v) z" (v) e À 
so) #@)l ++ 
s'(e) [27 (0) 2°) | 1 
2) |z"(v) z'(v) | Fe 


Ainsi 
1 
Or LE 
i.e. La courbure totale de la pseudo-sphère est constante et vaut — _ .O 


En ce qui concerne la courbure totale, la pseudo-sphère diffère 
de la sphère par le seul signe de la courbure (d'où le nom de pseudo- 
sphère). 

Exemple 3. On a pour la caténoiïde 


v 
z'(v) = shu, z'(v) = 1, 
si bien qu'on doit passer au paramètre naturel 
Lo 
S = | chv dr = sh v. 
0 


On le désigne par v, il vient 
z(w) = V1, z(v) = In (v + V1 +). 


Aussi 
’ - U , _ 1 
TZ (v) = Æes: ? pr (v) V'i+u ? 
en © 
+ (v) Ti (1+v2)3/2 , Z (v) (1+w2)$/ ? 
z'(v) 3° (v) es 1 
x” (v) z” (v) 1+ v° 
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et, partant, 


a  — 
NE TL 


Il y a intérêt à comparer la courbure de la caténoïde avec celle 
de l’hélicoïde (on rappelle que la caténoïde et l’hélicoïde sont iso- 
métriques). 

On a pour l’hélicoïde l'équation (11) avec 

pu) = uk, au) = cos u-i + sin u-]j. 
Aussi 
pk, a= —sin u-i+cosu:i, 
E = 1 + 2vpa + v?a° — 1 — v?, 
F=pa—0, G=—1, 
EG— F?—=1—x;:, 
(0 0 1! 
paa — cosu sinu 1|[—1, 
—sinu cosu Ù 
donc 


1 
. (+): ° 
On retrouve la courbure de la caténoïde ! Cela signifie que si 
la caténoïde est applicable sur l’hélicoïde, ils ont même courbure totale 
aux points homologues. [ 
Quelle est la courbure moyenne de deux dernières surfaces ? 
Cas de la caténoïde. On a E = 1 + v*, F = 0, G = 1. En outre, 


= —zxz{(v)z (v) = —1, M =0, 
z'(v)z'()|_ 


ds z(v) s'(v)l 1+%° 


donc 
EN + GL — 2FM = 0, 
1.e. 
H = 0, 


Ainsi, la courbure moyenne de la caténoïde est nuile.[ 
Cas de l'’hélicoïide. On a 


p<a—sinu-i—cosu-i, axa— —k, 
ee Se 
p=0, a— —cosu-i—sin u:j, 


(p+ va) (p<a+v(a x a))=0 
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et (on l’a déjà constaté) 
E=1-u, F—0, G—1i, 


Aussi 


et, partant, 
EN + LG—2FM = 0, 
1.e. 
H = (0. 


Ainsi, la courbure moyenne de l'hélicoide est nulle. Q 

Les derniers résultats autorisent à supposer que la déformation 
étudiée (l’isométrie) conserve la courbure totale et la courbure 
moyenne. Cela est vrai en ce qui concerne la courbure totale (on le 
montrera dans la leçon suivante), mais s’agissant de la courbure 
moyenne, l'hypothèse est fausse. En effet, un plan est à courbure 
moyenne nulle, tandis que la courbure moyenne d'un cylindre cir- 
culaire de rayon À applicable sur un plan est évidemment égale 
. 1 
a ©R 

Quant aux causes qui ont produit la propriété, pour la caténoïde 
et l’hélicoïde, d’avoir méme courbure moyenne, elles sont très 
sérieuses et intéressantes. Le temps nous manque malheureusement 
pour les discuter. 
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Formules de dérivation de Weingarten. — Coefficients de connexion.— 
Théorème de Gauss. — Conditions nécessaires et suffisantes de sur- 
faces isométriques. 


On écrit pour le repère mobile r,, r,, n d’une surface quelconque 
(1) r=r (u, v) 


des formules analogues aux résultats de Frenet pour les courbes. 
Ces formules donnent la décomposition des dérivées 


Tuu: luc leo? Nu) D: 


des vecteurs du repère mobile par rapport au même repère. 
Vu que n° = 1, donc nn, = Uet nn, = 0, les vecteurs n, et n, se 
décomposent par rapport à r, et r, seuls, si bien que 
n, = ar, + Br,, 
Ne = Qu + Pire 
On multiplie la première égalité par r, et r,, il vient 
— L=rin, =ari+f$r,r =@E +BF, 
— M=rn,=ar,r, +Bri=ar + 66, 


FM-GL.  p_FL—EM 
EG—F? ? P— EG—F:: 


On calcule de même les coefficients de la seconde égalité : 
RE  — 
Par définition, 
un =2, r,.n=M, r.n =, 
et r,n = 0, r,n = 0 par hypothèse, si bien que les coefficients de n 


dans la décomposition de r,,, r,., r°, dans le repère r,, r,, n sont 
égaux à L, M, N respectivement. 
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Ainsi, 
ru Tir lhr + Ln, 
luo= Dior + ir + Min, 
(2) lov — Por u + éro + Nn, 
FM—GL , FL—EM 
u— EG—FS lu T EG FE lo 
._ FN—GM FM — EN 


Mo EG Vu T EG—FE lo 


avec Ti, , j, k = 1, 2, des fonctions de uw et v. Ces fonctions ont 
été naguère désignées par le symbole 


(1 
le > 

et on les appelait les accolades de Christoffel. Aujourd’hui, on leur 
donne d'habitude le nom de coefficients de connexion. 


Les formules (2) s'appellent les formules de dérivation de Wein- 
garten. 


+ + + 
La recherche des coefficients de connexion li; débute par le 
calcul des produits des vecteurs r,,, ruv, Fov Par r, et r.. 
Comme r} = E, on a 2r,,r, = E, et 2r,,r, = E,, i.e. 


{ 1 
ruulu = 7 Eu et ruolu = Er 


De même, r; — G entraîne 


Î 1 
Luolo = Gy et Fev = + G,. 


Puisque r,r, = F,onaruur, + ruruo = Fu et rie, + Pulon = Fos 
d'où 


1 1 
A Fu—- Es et Footu = Fo—- Gu- 
On multiplie les premières trois formules (2) par r, et r,, il vient 
_ pr? _ À 
ET}, - FT°,= 5 Eu, 


11 ! 


FTI, + GTÉ = FE, 
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1 


ET',+FTi=E,, ( ET.+FTE=F, +0, 


to| = to] 


Fr',+Gr=2G, | FrL+6Gr:.-216,. 
Les coefficients l''; s'en déduisent sans peine. 
(Les équations admettent chacune une solution unique parce que 
le déterminant EG — F° de chaque couple de relations est non nul.} 
On voit que les coefficients de connexion T°; s'expriment par les 
coefficients de la première forme quadratique et par leurs dérivées. 
Ils ne changent donc pas dans la flexion (l'isométrie) de la surface. O 
Nous n'aurons pas besoin des l'; explicités par les coefficients 
de la première forme quadratique, si bien que nous nous abstiendrons 
d'écrire les formules explicites correspondantes. 


8 € « 


Il y a entre les coefficients des formules de dérivation trois rela- 
tions provenant de deux procédés de recherche des dérivées partielles 
luucs l'uccs Dus à l’aide de ces formules. L’une des relations est due à 
Gauss et les deux autres ont été établies par Peterson, Meinardus 
et Codazzi. Nous nous bornerons au cas Gauss obtenu en calculant 
le coefficient de r, dans la décomposition de la dérivée partielle 
ruuv par rapport aux vecteurs r,, r, et n. 

Seuls nous intéresseront en l'occurrence le coefficient de r, et. 
les termes qui dépendent des coefficients de la deuxième} forme qua- 
dratique, les termes restants étant remplacés par des points de sus- 
pension. 

On a 


ruuv = (ruu)o = (Laru + Tire + La), = 
=... + Phiruor.. +<Prt... +Ln,= 


D Niels) 


.+L(... + Er) (LE + me +. 


De même, 


a FL—EM 
Fuuv — (Tuv)u 7 ŒE + Fr + Mn), ca ( EC …. Pot... 


Par conséquent, 


L FM—EN FL—EM 


EC MER te 


les points de suspension désignant les termes dépendant des seuls 
coefficients de la première forme quadratique. Mais 


rFL—EM FM—EN _ QLN—M° 
Mc L'or Eros ER 
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Du moment que £ =£ 0 (la forme J est définie positive), cela prouve 
que la courbure totale X d'une surface est représentée par les coefficients 
de la première forme quadratique (et par leurs dérivées). Il en résulte 
que la courbure À ne change pas dans la flexion. Ce résultat mérite 
qu'on l’énonce sous forme de 

Théorème { (Gauss). Si une surface courbe est développée sur une 
autre surface quelconque, la courbure totale (de Gauss) en chaque point 
reste invariable, i.e. deux surfaces isométriques ont même courbure aux 
points homologues.([] 

Gauss tira grand orgueil de ce théorème qu'il a qualifié de beau. 
Ce résultat entraîne en particulier qu'aucune partie, fût-elle minime, 
d’une sphère n'est applicable sur un plan, si bien que la surface 
terrestre n’est jamais représentée fidèlement par les cartes géo- 
graphiques. 

La courbure À représentée par les coefficients E, F et G de 7 
s'écrit sous forme explicite 


EE, E, 
Î 
Keny Pol 
( 5) GG, G. 2 V EG—F: 


Ec—Fy Fr—Gu 
d (A =), (A ).}- 
Les deux autres relations provenant des formules de dérivation sont 
d'ordinaire connues sous le nom de formules de Peterson-Codazzi. 
Elles s’écrivent 
2(EG—F?)(L,—M,)—(EN +GL—2FM)(E;,—F,)-—- 
EE, £ 
IF F, M|=0 
GG N 


2(EG— F)(M,—N,)—(ENLGL—2FM)(F,—G,)—+ 
E E, L 
<\F F, M1=0. 
GG N 


On les démontre facilement à condition de faire preuve de la 
patience et d'une grande attention. 


* *k + 


Le théorème de Gauss dit que l'égalité des courbures totales de 
deux surfaces est une condition nécessaire pour qu'elles soient iso- 
métriques. La condition n’est pas suffisante, mais elle est si forte 
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qu'on obtient avec son aide des conditions suffisantes. Nous ne 
nous proposons pas d’entrer dans le détail de la question car seul 
nous intéresse un Cas particulier très important du théorème corres- 
pondant. 
Soit 
EK5—2FKuKo+GKûù 
EG—F° ° 

(C'est le premier paramètre différentiel de Beltrami de la fonction X 
qui est calculé en coordonnées « curvilignes» uw et v.) S'il y a indé- 


pendance fonctionnelle des fonctions X et A,X de u et v, i.e. si leur 
jacobien 


A,K = 


0K oK 

du oc 
041,4 904, 

ou ot 


est non nul, on prend u et v pour nouvelles coordonnées locales sur 
la surface (1). Nous dirons de ces coordonnées qu’elles sont gaussien- 
nes. On montre par un calcul direct que dès qu'un difféomorphisme 
de surfaces (en particulier, une isométrie) conserve la fonction À, 
elle laisse invariante la fonction A,A. Aussi, on dit en particulier 
que toute isométrie est une application définie par égalité des coordon- 
nées gaussiennes. Cela signifie la validité du 

Théorème 2. Deux surjaces sur lesquelles on a défini les coordonnées 
gaussiennes, sont isométriques si et seulement si elles ont mêmes premières 
formes quadratiques en ces coordonnées.{] 

Pour vérifier si oui ou non deux surfaces sont isométriques, on 
définit donc sur elles (si possible) les coordonnées gaussiennes et on 
calcule en ces coordonnées leurs premières formes quadratiques. 
S'il y a égalité des formes, les surfaces sont isométriques, et elles 
ne le sont pas dans le cas contraire. 

Le théorème 2 ne résout pas le problème s'il y a dépendance fonc- 
tionnelle de Æ et A,X, par exemple si A,X — 0 (on conçoit sans 
peine que cette égalité a lieu si et seulement si À — const). S'agissant 
de ce cas extrême, on montre d'ailleurs que la condition du théo- 
rème 1 est suffisante, i.e. deux surfaces à courbure totale constante sont 
isométriques si et seulement si elles ont même courbure. Autrement dit, 
toute surface à courbure totale K constante est isométrique à une sphère 


de rayon R — TR à un plan ou à une pseudo-sphère de paramètre 
“F 


R = TE selon que K > 0, À — 0 ou K < 0. On démontre ce 


résultat en construisant explicitement les coordonnées uw et v en 
lesquelles la première forme quadratique coïncide avec la première 
forme quadratique de la sphère, du plan et de la pseudo-sphère 
respectivement. Une fois de plus le temps nous manque pour le faire. 
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